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Einflihrung in die elektromagnetische Tiefenforschung 

o. Einleitung, Grundgleichungen 

Die elektromagnetische Tiefenforschung setzt sich zum Ziel, unter 

Ausnutzung der natlirlichen erdmagnetischen Variationen oder mit 

Hilfe klinstlicher elektrischer Quellen Aufschllisse liber die Vertei

lung der elektrischen Leitfahigkeit im Erdinneren zu erhalten. Die 

natlirlichen Quellen ermoglichen Aussagen liber die Leitfahigkeit in 

Erdkruste und Oberem Mantel, mit den schwacheren klinstlichen Quel

len ist insbesondere der noch wirtschaftlich nutzbare Tiefenbereich 

von einigen Hektometern bis Kilometern erfaBbar. Gegenstand dieser 

Vorlesung ist eine Auswahl von Methoden der elektromagnetischen 

Tiefenforschung, die auf elektromagnetischer Induktion_beruhen. 

Ausgenornrnen ist also insbesondere die Gleichstromgeoelektrik.Bei 

Induktionsmethoden wird die Tatsache ausgenutzt, daB zeitlich vari-

Wichtige Bezeichnungen: 

Vektoren unterstrichen: ~, E 

Einheitsvektoren mit Dach: z 
Matrizen zweimal unterstrichen: b 

~ bezeichnet die komplex-konjugierte GroBe: f*, E~ 
partielle Ableitungen ~f/ ox =: a f 

x . 
zeitliche Ableitungen auch mit Punkt: B 

x, y, z, t kartesische Koordinaten und Zeit 

r 

w 

T 

G" 

Ortsvektor 

Kreisfrequenz 

Periode 

elektrische Leitfahigkeit [S/m] 

= 1/~ spezifischer elektrischer Widerstand [!lm] 

integrierte Leitfahigkeit (= Leitwert) CS] 

normierte Zeit (bei Transienten) - dimensionslos 

Vektor der magnetischen KraftfluBdichte [Vs/m2] = [T] 

H Vektor der magnetischen Feldstarke [A/m] 

M Magnetisierung [A/m1 

J elektrische Stromdichte [A/m2] 

E elektrische Feldstarke [v/m] 

m magnetisches Moment, m = Imf [Am2] 

d elektrisches Strornrnoment, d = I~' [Am] 

~ magnetische Permeabilitat [VS/Am] 

~o Vakuumpermeabilitat (=4n'10- 7vs/Am) 
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able magnetische Quellfelder ein elektrisches Feld induzieren, 

so daB im leitfahigen Untergrund Strome flieBen, deren Magnetfeld 

sich dem Quellfeld uberlagert. Das an der Erdoberflache beobacht

bare elektromagnetische Feld hangt damit ab von der raumlich-zeit

lichen Struktur des Quellfeldes und der Leitfahigkeitsverteilung. 

Wahrend die naturlichen magnetischen Quellfelder der Strome in 

Ionosphare und Magnetosphare und etwa magnetische Dipole als kunst

liche Quellfelder induktiv an den Erdboden gekoppelt sind, haben 

geerdete elektrische Dipole (mit zeitlich variablem Strommoment) 

zusatzlich eine galvanische Ankopplung und liefern daher auch im 

Gleichstromfall allein durch die galvanische Verzerrung des elektri

schen Feldes Aussagen uber den Untergrund. 

Die induzierten Strome flieBen so, daB das induzierende Magnetfeld 

im Leiter geschwacht wird und daher mit der Tiefe abnimmt ("Skin

effekt"). Der zur Verfugung stehende Periodenbereich und die mitt

lere Leitfahigkeit bestimmen zusammen mit der Entfernung Sender

Empfanger die Aussagetiefe eines elektromagnetischen Verahrens im 

Frequenzbereich. (Anders liegen die Verhaltnisse bei den an Bedeu

tung gewinnenden elektromagnetischen Transientenverfahren, bei 

denen die Erkundungstiefe im wesentlichen durch die Leistung des 

zur Verfugung stehenden Senders bestimmt wird.) - Fur den einfach

sten Fall eines quasi-homogenen Feldes der Kreisfrequenz w liber 

einem homogenen Halbraum mit der Leitfahigkeit S bzw. dem spezifi

schen Widerstand ? =1/~ betragt die elektromagnetische E~ndring

tiefe p 

f
'f- ~/.2 
L2/ (cu !l0G"")] 

P = 500 ffT' (p in m, T in s, ~ in 

30 (f>T' (p in km, T in h, S' in 

11 m) 

(lm) 

( 0 . 1 ) 

Fig. (0.1) zeigt typische Amplituden (B, E) und Aussagetiefen (zx) 

fur die naturlichen magnetischen Variationen. Die Aussagetiefe zX, 

die als die Schwerpunktstiefe des induzierten Stromsystems definiert 

werden kann, ist fur den homogenen Halbraum halb so groB wie die 

Eindringtiefe p. Fur den geschichteten Halbraum ist allein zX sinn

voll, da ~ und B unterschiedlich abfallen. Die charakteristischen 

Amplituden des zeitlich variablen Anteils des Erdmagnetfeldes, 

die im oberen Teil von Fig. 0.1 dargestellt sind, liegen zwischen 

0.1 nT und 100 nT (Horizontalkomponente in mittleren Breiten). Sie 
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Fig. 0.1: Typische Oberflachenwerte von Horizontalkomponenten der 
magnetischen KraftfluBdichte B und des elektrischen Feldes E sowie 
typische sc~erpunktstiefen z~ der induzierten Stromsysteme als 
Funktion der Periode T. Dargestellt sind E urid z~ fur einen Unter
grund mit (ausgezogen) und ohne (gestrichelt) Sedirnentbedeckung. 
Magnetfeldamplituden nach P.H. Serson, Physics of the Earth and 
Planetary Interiors, 7, 313-322, 1973. - Weitere Einzelheiten im 
Text. -
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sind zu vergleichen mit dem Betrag des erdmagnetischen Hauptfeldes 

von etwa S·10 4 nT. Wahrend das langperiodische Kontinuum (T> 10 6 s) 

die Sakularvariation des aus dem Erdinneren stammenden Hauptfeldes 

beschreibt, haben die dem Kontinuum Uberlagerten Spitzen und der 

kurzperiodische Teil des Spektrums ihre Ursachen auBerhalb der Er

de. Da diese Schwankungen durch die Partikel- und Wellenstrahlung 

der Sonne verursacht werden, befinden sich Spitzen bei den fUr das 

System Erde-Sonne bedeutsamen Perioden von 1 d, 27 d (Sonnenrota

tion), 1 a und 11 a (Sonnenfleckenzyklus). AuBerdem treten die ho

heren Harmonischen dazu auf. Das erhohte Kontinuum zwischen 1 d 

und 27 d wird durch die magnetischen StUrme verursacht, das kraftige 

Maximum bei Perioden urn 1 h, die polaren TeilstUrme oder Baystorun

gen, stamrnt von starken Elektrojets in der Polarlichtzone, die ih-

re Ursachen in Instabilitaten auf der Nachtseite der Magnetosphare 

haben. Die mit Pc1 bis PcS bezeichneten Spitzen, die kontinuierlichen 

Pulsationen, sind resonanzartige Erscheinungen in der Magnetosphare. 

Nach hoheren Frequenzen, Uber das dargestellte Spektrum hinaus, 

schlieBen sich vorwiegend durch Gewitteraktivitat verursachte Sto

rungen an, die bis in den Horfrequenzbereich reichen. 

Die GroBe der von B induzierten elektrischen Felder hangt von der 

Leitfahigkeit des Untergrundes ab. In der unteren Halfte des oberen 

Teils von Fig 0.1 sind die Amplituden E der elektrischen Oberflachen

felder fUr zwei Widerstandsmodelle dargestellt. Die durchgezogene 

Linie bezieht sich auf ein Modell mit einer dicken gutleitenden 

Sedimentschicht (z.B. Norddeutsches Becken), bei der gestrichelten 

Linie reicht hochohmiges kristallines Gestein bis an die Erdoberfla

che. Einem elektrischen Feld von 1 mV/km entsprechen in den Modellen 

Oberflachenstromdichten von 333 mA/km2 (Sediment) bzw. 4 mA/km2 

(Kristallin) . 

Der unter~Teil von Fig. 0.1 zeigt die Schwerpunktstiefen der indu

zierten Stromsysteme fUr ein quasi-homogenes Quellfeld. Im Sediment

modell flieBen insbesondere bei kurzen Perioden die Strome in der 

gutleitenden Schicht und verringern damit die Schwerpunktstiefe. 

Die Angabe von typischen Amplituden wie in Fig. 0.1 ist eigentlich 

nur fUr ein Linienspektrum sinnvoll, fUr ein kontinuierliches Spek

trum beinhaltet sie die Integration Uber ein Frequenzband und ver

liert deshalb ohne Spezifizierung der Bandbreite ihren Sinn. Deshalb 

sind die Feldwerte in Fig. 0.1 auBerhalb der Spitzen etwas proble

matisch. Korrekt wird eiri-:Magnetfeld mit kontinuierlichem Spektrum 

durch seine spektrale Dichte S (Dimension nT/fHi) dargestellt. Mit 
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der Frequenz f = 1/T ist fUr das Frequenzband f 1 ~ f ~ f 2 eine "ty

pische Magnetfeldarnplitude" definiert durch 

it. 

{ (S2 (f) df}1/2 B(f 1 ,f 2):= F 
I", 

Fig. 0.2 zeigt die spektrale Dichte der natUrlichen Magnetfeldva

riationen irn Bereich 3·1 0-4 s £. T ~ 3·1 03 s (3.10- 3 Hz £. f ~ 3 -10 4 Hz). 

Schernatisch dargestellt sind die Unter- und Obergrenze von S , die 

ruhigen und gestorten Bedingungen entsprechen. In dies er Art der 

Darstellung treten die in Fig. 0.1 beobachteten spektralen Spitzen 

nicht rnehr auf. Kennzeichnend fUr den betrachteten Periodenbereich 

ist eine ungefahr lineare Zunahme der Spektaldichte mit der Periode, 

die in den gewahlten Einheiten etwa durch S(T)~ 10- 2 T beschrieben 

werden kann. 
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Fig. 0.2: Spektraldichte der natUrlichen magnetischen Variationen 

(nach K. Vozoff) 

Mit elektrornagnetischen Methoden lassen sich zwei Ziele verfolgen: 

a) Untersuchung der Anderung der Leitfahigkeit mit der Tiefe (z.B. 

Bestirnmung der Tiefe von Grenzflachen und der Variation dieser 

Tiefe in horizontaler Richtung) 
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b) Untersuchung lateraler Leitfahigkeitsanderungen, insbesondere 

begrenzter Bereiche mit anomaler Leitfahigkeit (z.B. geother

mische Gebiete, Salzdome, Erzkorper) und lateraler Diskontinuita

ten (z.B. Klisteneffekt, Verwerfungen) 

Im allgemeinen wird sowohl die Ortsabhangigkeit als auch die Frequenz

abhangigkeit des elektromagnetischen Oberflachenfeldes ausgenutzt, 

wobei - grob gesagt - die Ortsabhangigkeit die laterale Auflosung 

liefert, wahrend man aus der Frequenzabhangigkeit die Tiefenauflo

sung zu erhalten versucht. 

Wir benutzen die folgenden Grundgleichungen: 

'" x E = B ( 0 . :2 ) 

"V x H = J + Je (0.3) 

J = ErE ( 0 .4) 

B = ~!! (0 .5) 

~e (Index le' = 'extern') ist die von auBen aufgepragte Stromdichte 

und damit der Quellterm in dem System (0.2) - (0.5). Induktionseffek

te treten nur auf, wenn sich ~e zeitlich andert. Da die magnetische 

Permeabilitat ~ meist nur geringftigig von der Vakuumpermeabilitat 

~ abweicht, kann im allgemeinen ~ = ~ gesetzt werden 1). In (0.3) 
o • 0 

ist bereits der Verschiebungsstrom e~ (~= Dielektrizitatskonstante) 

auf der rechten Seite vernachlassigt worden, da die infrage kommenden 

zeitlichen Variationen relativ langsam sind: Im Leiter ist der Lei

tungsstrom selbst bei den klirzesten Perioden (~10- 4 s) und den nied

rigsten Leitfahigkeiten (~10- 5 S/m) noch etwa 10 mal groBer als 

der Verschiebungsstromi im Vakuum (~Luft) flihrt der Verschiebungs

strom im wesentlichen nur zu einer geringfligigen Phasenverschiebung 

so daB das nunmehr als einfallende Welle aufge£~Bte Quellfeld den 

Leit2r nicht mehr gleichphasig erfaBt: Zwischen zwei Punkten im Ab

stand L besteht eine Phasendifferenz der GroBenordnung WL/c = 2~L/~ , 
o 

wobei ~o die Vakuumwellenlange ist. Pessimistisches Beispiel: T = 
10-

3 
s, L = 10

4 
m ergibt eine Phasendifferenz von 12°. - Es sei je

doch vermerkt, daB nur der magnetische Effekt des Verschiebungsstro-

1) In Abschnitt 1.1 werden die TE- und TM-Mode als die beiden Polar i
sationen des elektromagnetischen Feldes in einem geschichteten 
Leiter betrachtet. Wenn man vorlibergehend auch noch eine Tiefen
abhangigkeit von ~ zulaBt, ergibt sich ein sehr symmetrisches 
Gleichungssystem, in dem sich ~ und ~ vollstandig entsprechen. 
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mes vernachlassigt wird. Die elektrische Wirkung der Ladungen der 

Dichte 

ist wichtig, z.B. zur Erzeugung der Diskontinuitat der elektrischen 

Feldkomponente in Richtung der Normalen einer Diskontinuitatsflache 

zwischen zwei verschiedenen Leitfahigkeiten, da die Stromdichtekom

ponente in Richtung der Normalen stetig bleiben muB: 

G"'-t 111 lE" tI~)O 
t· 

eeP® ~1 = °1~1 = 6'2~2 = ~2 
~ ('} (j',,) T 11 i ~1 .J 

Aus den vier Gleichungen (0.2) - (0.5) lassen sich drei der vier 

FeldgroBen ~, ~, g, ~ eliminieren und man erhalt eine partielle Dgl. 

2. Ordnung fUr die verbleibende FeldgroBe. 1st dies ~, so lautet 

die Dgl. 

\l x \Ix E + l.! G'" E = -l.! j€ 
- 0 - 0-

1nduktionsgleichung 

Beispiele fUr Quellstromdichten ~ : 

a) Linienstrom der Stromstarke I am Ort (y , z ) in x-Richtung o 0 

Je = I 6(y-y ) $(z-z ) 
- 0 0 

'" x. 

b) Elektrischer Dipol mit Strommoment _d am Ort r 
-0 

( 0 .6) 

( 0 .7) 

Das Strommoment ist das Produkt aus Stromstarke und Lange des 

Dipols und zeigt in Richtung des Stromes. 

( 0 • 8 ) 

Dabei ist 
3 

6(r-r ) die dreidimensionale Diracsche 6-Funktion. 
- -0 

c) Magnetischer Dipol mit Moment m am Ort £0 
Am einfachsten mit EinfUhrung der Magnetisierung M: 

3 .T) B = l.!o ( H + M ) , M = m &(r-r ), ,?x B = IJ. 0 
( J + 

- - - - --0 
h1 

Mit 'lx H J folgt daraus ~VS' 
e 3 

J =Vx M = m x yS(r-r ) ( 0 • 9) . - -0 • 
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Ntitzliche vektoranalytische 1dentitaten und 1ntegralsatze 

'\1- \7xA :: 0 

<:;7 (cp er ) = 0/ \let -I- ~ 'VCf 

\7 {-{ep} = d<f~ 'VCf 

V- (Cf~) = er V-~ + A- vcr 
\l X (Cf~) = er vxA - Ax vcr 
V- VC(' = \7' r :: LlCf 

rv-A 
J § A·; df d~ = 

V 'Ov 

f ( \7xA )-8 cif = 1 A -rls 
S C 

f (<.f v Lif + '7 'f. \7'f' ) cl} :: 1" cP; -'\7 'f' d f 
v dV 

f ( Cf V l. er - If \7l <f ) ci~ :: f ('P \llf - er v c.p )i 01 f 
'Ov 

v 

J{ ~. v~ <yy.!l -(V>'1)'(v)C§}) ,,3.,. = -f {A~V"y.!l.3·~tlf 
v 

:J S {~ -'ly. '7"f-!} - !l . V)< (7)1'. d ] d.r = 

v 
..., 1 { !}. ~ \7~A- - d ~ \7y. [i.}.!J off :: 

OV 
= ~ {(By.Il)- V~~ - C;x~). v)C!lJtlf 

oV 

GauB 

Stokes 

Green I 
(Skalar) 

Green 11 
(Skalar) 

Green I 
(Vektor) 

Green 11 

(Vektor) 

(0.10) 

(0.11) 

(0.12) 

(0.13) 

(0.14) 

(0.15) 

(0.16) 

(0.17) 

(0.18) 

(0.19) 

(0.20) 

(0.21) 

(0.22) 

(0.23) 

(0.24a) 

(0.24b) 

d 3r = Volumenelement, V = Volumen, dV = Berandung von V, df = Fla
chenelement, n = nach auBen weisender Normaleneinheitsvektor (in 
(0.19), (0.21) - (0.24b)), bzw. beliebiger Normaleneinheitsvektor, 
der mit der positiven Richtung des geschlossenen Weges C in (0.20) 
eine Rechtsshraube bildet. 
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1. Model1rechnungen flir eindimensionale Leitf~higkeitsverteilungen 

I~ diesem Kapitel werden die Methoden zur Berechnung von Induktions

erscheinungen in Leitern mit einer eindimensionalen (1D) Leitf~hig

keitsverteilung dargestellt. Der Schwerpunkt liegt in der numerischen 

Modellierung elektromagnetischer Felder natlirlicher und klinstlicher 

Quellen im geschichteten Halbraum, wo die Leitf~higkeit 0 nur von der 

Tiefe z abh~ngt. Betrachtet werden zeitlich harmonische und trans

iente Quellfelder. - Da flir ganz lange Perioden des induzierenden 

Feldes (T> 10 d) die Erde nicht mehr als eben angesehen werden kann, 

wird auch kurz die Induktion in einer Kugel mit radialsymmetrischem 

~(r) diskutiert. 

1.1 Die beiden Polarisationen des elektromagnetischen Feldes 

im geschichteten Halbraum 

Es sei b = f5' (z) und zus~tzlich sei zun~chst angenommen, daB liberall 

u >0. Ferner sei auch noch zugelassen, daB sich die magnetische Per

meabilit~t ~ mit der Tiefe ~ndere, ~ = ~(z). - Aus (0.3) folgt mit 

(0.11) die Quellfreiheit des Gesamtstromes (= Leitungsstrom, + aufge

pr~gter Strom), ~(~ + ~e) = 0, so daB auBerhalb der anregenden Quel

len wegen der Quellfreiheit von ~ gilt 

V' ~ = 0, v· ~ = 0 (1.1a,b) 

Nach einem Satz der Potentialtheorie (s.S. 12) l~Bt sich ein diver

genzfreies Vektorfeld ~ eindeutig durch zwei Skalare ~T und ~P dar

stellen,.die den toroidalen und poloidalen Anteil von V beschreiben 

Entsprechend dieser Zerlegung stellen wir nun auch J und B durch 

zwei Anteile dar, die durch die Inizes E (JlelektrischJl) und M ("magne

tisch") gekennzeichnet werden: 

(1.3a,b) 

Die vier freien Skalarfunktionen leiten wir von zwei skalaren Po

tentialen 'FE und ...rM ab und machen den Ansatz 

(1.4a,b) 

(1.4c,d) 
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J E und ~M sind toroidal (keine z-Komponente), ~E und ~M poloidal 

(keine z-Komponente der Rotation - Nachweis mit (0.17) und (0.10)). 

Nach (0.4) und (0.5) lauten die zu diesen Anteilen gehorenden elektri

schen und magnetischen Felder 1) 

E 
-E! 

.... . 
:: - VOx (E Cf

E 
) E 

-f'1 (1.5a,b) 

(1.5c,d) 

Die Ansatze (1.4a-d) sind so gewahlt worden, daB bereits erftillt wird 

Damit die beiden Anteile getrennt die Grundgleichungen (0.2) - (0.5) 

auBerhalb der Quellen befriedigen, muB noch zusatzlich gel ten 

Diese Gleichungen konnen erftillt werden, wenn ~E und XM Losungen 

der Dgln. 

(1.6a,b) 

sind, die sich in Bereichen mit 

const G" = const. 

vereinfachen zu 

(1. 7a,b) 

Nachweis von (1.6a,b): 

Wegen der Symmetrie gentigt der Beweis ftir (1.6b). Es soll also gelten 

Nun is t mi t ( 0 . 1 7), ( 0 . 14), ( 0 . 1 2) und (0. 1 0 ) 

V'f. r:. V x v'/. cj;(/'1) -= V "I<. #. {- i 'V~1'7 + V')j! d;..] = 

= \7)< {- i 'V- (r1- \1<.,) -r i V f.. rJ.-).v~ - (;Ji-<h) V (-#-) r v CC:- di-~) J 
~~----------~---------~/ 

=0 

( 1 . 8 ) 

A A 

1) Beachte, daB z.B. gilt ~x l.~t>c.pE) .... c;- ~X{~c.pE:), da wegen 
v x (; '1") = - i.,c. 'Vet hier nur Differentiationen in horizontaler 
Richtung ausgeftihrt werden. 
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Dabei wurde Gebrauch gemacht von 

2 \l{~). V~1'7 = (d~.ll"l) V (f:) -=- (di;(,.,)d (~) 1. 
~ 

Aus (1.8) folgt deshalb 

Hinreichend fUr die ErfUllung dieser Gleichung ist, daB ~M die Dgl. 

(1.6b) lost. - Das Potential AM ist nur bis auf eine (belanglose) 

addi ti ve Funktion ;r (z, t) bestimmt. Genauer: Die letzte Gleichung 
o 

verlangt nur, daB mit einer beliebigen Funktion f(z,t) gilt 

v· [r/- \l Art 1 -,A-,i~ = .{ (e,t) 

Setzt man ~~(r,t) = ~M(r,t) + ~o(z,t), wobei XM und ~ die Dgln. 

,--:'" v· r.. a= \1-<-') - /'< z,., = 0 ) 

erfUllen, so folgt aus (1.4b,d) und (1.Sb,d), daB A:M und ~M identi-

sche Felder liefern. Gl. (1.6b) gilt deshalb o.B.d.A. • 

Damit ist gezeigt, daB die von den Debye-Potentialen ~E und ;tM 

abgeleiteten Felder unabhangig voneinander die Grundgleichungen 

(0.2) - (0.5) erfUllen. Die beiden Anteile sind jedoch verknlipft 

durch den Quellstrom J , zu dessen Darstellung im allgemeinen beide -e 
Feldtypen benotigt werden. Zu o/E gehort keine z-Komponente des ~-

Feldes. Deshalb wird dieser Feldanteil als !angential-~lektrische 

Polarisation oder TE-Mode bezeichnet. Umgekehrt gehort zu ~M kei-

ne Vertikalkomponente des Magnetfeldesi daher rUhrt die Bezeichnung 

!angential-~agnetische Polarisation oder TM-Mode. Die obige Her

leitung betont die volle Symmetrie zwischen den beiden Modes, die 

am deutlichsten zum Ausdruck kommt durch die Dgln. (1.6a,b). Diese 

Gleichungen lassen sich ineinander UberfUhren, wenn ~ und 0 ihre 

Platze tauschen. lm folgenden geht diese Symmetrie verloren, da auch 

Bereiche mit 5 = 0 zugelassen werden sollen (z.B. Lufthalbraum). Hier 

verliert etwa (1. Sb) seinen Sinn, da fUr 0-.0 auch ~M ~ 0, der Grenz

wert £PM := ;r M/ G"" aber def iniert ist. Da wei terhin fUr die lnduktions

prozesse in der Erde die Variabilitat von ~ nicht von Bedeutung ist, 

wird im folgenden ~(z) = ~o gesetzt. Damit ergeben sich die folgenden 

Ersetzungen 

( 1 • 9 ) 

Weiter auf S. 13! 
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Darstellung eines divergenzfreien Vektorfeldes durch zwei skalare 

Funktionen 

Ein divergenzfreies Vektorfeld ~, das irn Unendlichen verschwinden 

rnoge, laBt sich vollstandig darstellen durch 

V ::: (1.10) 

.... 
wobei z durch einen beliebigen, raurnlich konstanten Einheitsvektor 

ersetzt werden kann. Der Beweis sei kurz skizziert: Aus (1.10) 

folgt rni t (0. 17) und (0. 10) 

; . .J( =-: "'i :::. - (J~l( of- ()~'y)~ J i· V'xk ::::(Vx~)~ = - (d~lfr;)~.,),? 

FUr gegebenes V sind dies Poissongleichungen zur Bestirnrnung von 

er T und Cfp ' 
~-

"p (£, i) = -fi f/~ (~/l)jOJ Ir-z;/ p1Xotlyo . 

Es rnuB nun gezeigt werden, daB die Darstellung vollstandig ist, d.h. 

daB 

der Nullvektor ist. U erfUllt 

;.(/=0. (1 . 11 a-c) 

() U x.... A ( ) Aus 1.11c folgt _U = + U Y und aus 1.11a,b x- y-

dr. (/)C I- dy 1I)' = 0) d~ Vy - ;)'1 v,.. = o. 

Diese Gleichungen konnen als Cauchy-Riemannsche Dgln. fUr die Funk

tion W:= U - iU der kornplexen Variablen ~:= x + iy gedeutet werden 
x y 

und besagen, daB W in der ganzen ~ -Ebene holornorph ist. Aus der Cau-

chyschen 1ntegralforrnel folgt deshalb fUr ein beliebiges ~ o 
I £. wl'S)ri$' I I .£ W{:t');/$' 

W {-s;,} = -. j -- I W r'S,. ),. ZTJ' :r ("'-"0)1. ) 
Z1t< -g- $0 ~ .J. 

wobei der 1ntegrationsweg ein Kreis vorn Radius R urn ~ sei. 1st IWJ o 
nach oben durch M beschrankt, so gilt die Abschatzung 

1'1 1'1 
I W'{~)I .::. _·lrcR. :-

- l7l'({1. R. 

Da R beliebig groB gewahlt werden kann, ist W' (~) = 0, d.h. W(~o)= o . 
= const. = 0, da V fUr x,y-~~ verschwinden soll~ (Liouvillescher 

Satz: Eine in der ganzen Ebene holornorphe und beschrankte Funktion 

ist konstant.) Deshalb ist U = 0 und die Darstellung vollstandig. 
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" Damit ergeben sich unter Verwendung von ~X(~~) = 

~>O) die folgenden Felder: 

Z x 'It im Lei ter 

In 

TE TM 

TE- und TM-Mode im Leiter 

Komponenten lauten H und 

TE 

HE~ -= J... '/" 'P 
)lIt xl- E 

I t erE flEy - dye--=: 
f«~ 

Het 
I (L 2) • - - d}(".l( +- ;)Y)' ~E 

,kD 

Ecy. :: - ~'1 'FE 

Eey ':' of- dx ere 
EE -= O. 

& 

E 

TM 

E ::: J. '(/ ( .. ep", ) 
MIC 1J,o;~ 

E .L 2 "'r = ~ dYi (rrfj'",) 

2 l 
E,",~ = - (d.l(lr rOyy) ~ 

Im Nichtleiter (~ = 0) reduzieren sich (1.12a) - (1.16b)auf: 

TE TM 

B :- \J di CfE 13 -= 0 -e. -/1 

!i e = L \ld/fE J1. 11 :: 0 ,,1.0 

d= =0 ] :: 0 
-/'I 

'" 
. 

EE = ~ x '1lfE E ... V'~ Cffop 
-/"I 

'Vl.lfe :::0 \Tt CfI'1 =0 

TE- und TM-Mode im Nichtieite~_ 

(1.12a,b) 

(1.13a,b) 

(1.14a,b) 

(1.15a,b) 

(1.16a,b) 

(1.17a,b) 

(1.18a,b) 

(1.12a,b)' 

(1 . 1 3a, b) , 

(1.14a,b) , 

(1.15a,b) , 

(1.16a,b)' 
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Diskussion von (1.12a)-(1.16b): Wegen der Annahme ~ = ~ sind mit Aus-o 
nahme von ~M alle Felder quellenfrei, d.h. sie lassen sich durch (zeit-

lich veranderliche) geschlossene Feldlinien darstellen. lnsbesondere 

liegen die Feldlinien fur J E , ~E' ~MundHM in den horizontalen Ebe

nen z = const und werden durch 4E = const. bzw. ~M =const. beschrie

ben (s. 8.15). Die Felder BE' ~E' ~M und ~M haben auch eine Vertikal-

komponente. 

.... 
~----------------------------c>X 

Beispiele fur TM-Mode 

Die Quellen des Feldes EM sind die elektrischen Raumladungen f in Be-- e 
reichen mit <5" (z) =f 0: .Pe = "". (c~M) = ~M' 'V (6/u ) (mit (0.14) und 

y. ~M = 0). An den Ladungen enden oder entspringen Feldlinien. Bei

spiel Leitfahigkeitsdiskontinuitat: 

~q 1 1 1 g/~ 
" - @-(!)-$-@-0-$- @- $-

t"~ 1 1 t 1 1 ! L 

Feldlinien von EM' Der Betrag I~MI ist proportional 
der Feldliniendichte. 

lm Gegensatz zu ~E kann ~M nur im Leiter auftreten. Von den Feldern 

der TM-Mode tritt im Nichtleiter nur ~M auf. Es ist ein Potentialfeld 

zum Potential aZ~M' das von den Ladungen auf den Begrenzungsflachen 

des Nichtleiters erzeugt wird. - lm Nichtleiter ist auch BE ein reines 

Potentialfeld (zum Potential 'Oz <PE) • • 

Die Dgln. (1.16a,b) gelten nur fur den Fall, daB ~ stetig ist. Fur un

stetiges s lassen sich entweder durch Grenzlibergang in (1.16a,b) oder 

aus (1.13a,b) und (1.15a,b) wegen der 8tetigkeit der Tangentialkompo

nenten von E und H die folgenden Bedingungen ableiten: 

~ lfM und .!.. dz (CS" ct'M) sind stetig 
.. G" 

Cf
E

, ( 1 • 1 9a -d) 
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Feldliniengleichungen fUr zweidimensionale Felder 

a) Es sei V = Vx (~'I'T) = ay 'f'T2. - 'Ox 'fT Q. 
Die Dgl. der Feldlinien ist dy/dx = V /V , so daB y x 

d.h., die Feldlinien sind gegeben durch ~T = const. 

b) Es sei Y... =vx~xC~~) und 0y'fp =. O. Dann ist 

V = ~2 r x - ~2 ~ Z und aus der Dgl. der Feldlinien 
- 0 xz P - dXX P -
dz/dx = V /V folgt z x 

ol (,J)C <tp ):= a~)( ~ dx +- ~: CfP 01 i = oJ 

so daB die Feldlinien durch ~x~p = const. gegeben sind. 

FUr dx~p = 0 gilt entsprechend ay~p = const. 

Wenn S' (z) = 0 an beiden Seiten der Diskontinuitat (z.B. Grenzfla

che zwischen zwei homogenen Schichten) , vereinfacht sich (1.19d) zu 

dZ<PM ist stetig. (1.19d)' 

Wenn der Lufthalbraum z< 0 ein Nichtleiter ist, folgt aus (1.19c) 

~M(+O) = O. Dies ist ein Ausdruck fUr die Tatsache, daB die Vertikal

komponente J des Stromes bei z = +0 verschwindet und hat die weit-z 
reichende Konsequenz, daB 

~'1 = 0 in z> 0, falls alle Quellen in z.« 0 und G" = <' (z) (1.20) 

Dies bedeutet z.B., daB bei beliebigen Quellfeldern im Lufthalbraum 

z <: 0, die indukti v an den geschichteten Halbraum z ~ 0 angekoppel t 

sind, die im Leiter induzierten Strome stets horizontal flieBen. 

Beweis: Es sei V der Halbraum z"> 0 und es gel te G"""> 0 in z > O. 

Es wird dann gezeigt, daB die Energie der TM-Mode mit der Zeit nur 

abnehmen kann (freier Zerfall eines moglicherweise anfanglich vor

handenen TM-Stromsystems) und nicht durch Quellen in z< 0 aufgebaut 

werden kann. Es sei 

I: = dt J (IrCf~)'" tJ,3;r, = 2. jv-terM ~M oI~. 
V V 

Mit (1.16b) und dem GauBschen Integralsatz (0.19) folgt 
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I= 2 f (3)0,., \J. {d- V (er 9',., ) f 01 ~ 
V 

(O.IIf) 

2 

; po 
(0. (fJ) 

= " f :-1 Y{ lJ rl'1)}2 d 'z 
)10 V 

o 
) 

da ~M = 0 auf aV wegen ~M(+O) = 0 und der impliziten Voraussetzung 

des Verschwindens von ~M und/oder '7 (~~M) im Unendlichen. 

Der Zerfall des TM-Feldes erfolgt nur bei induktiver Ankopplung der 

Quellen. In diesem Fall treten keine Strome liber die Halbraumgrenze 

z = O. Dagegen existiert im Leiter eine TM-Mode bei galvanischer An

kopplung (z.B. geerdeter Dipol) oder wenn durch laterale Leitfahig-

keiuanderungen in einem Teilbereich des 

Halbraums Z)O die Strome so umgelenkt 

werden, daB sie eine Vertikalkomponente 

erhalten. Dann muE zur Darstellung des 

Feldes im geschichteten Bereich auBer

halb der Inhomogenitat ein TE- und TM

Potential verwendet werden. Eine (belie

big dlinne) nichtleitende Schicht koppelt 

die TM-Mode ab, so daB darunter wieder 

alle strome horizontal flieBen. 

Bei induktiver Ankopplung und ~ = o(z) 

TE+T''1 

:)~~~- J 

- - - - - - - - .- - -
G"" ')0 

TE., TI'I 

() >0 

folgt aus (1.20) auch dz <PM (z) = 0 in z"> 0 und insbbesondere az CfM (+0) = O. 

Mit (1.19d) ergibt sich daraus wegen ~M(+O) = 0 die Bedingung 

d (0 (-0) - 0 
: I~ -. (1.21) 

Wenn ~:(x,y,z,t) das TM-Potential der Quellen ist, gilt auBerhalb der 

Quellen in z < 0 {1. 16b) I, d. h. ,,2CfM = 0, da in Abwesenhei t eines Lei

ters ~M =~: eine Losung von (1.16b)' ist. Das gespiegelte Potential 

q:(x,y,-z,t) erflillt dann auch (1.16b) " so daB das gesamte TM-Poten

tial im Lufthalbraum z < 0 mi t der Randbedingung (1.21) gegeben ist 

durch 
(1.22) 'PM(x,y,z,t) = <p~(x,y,z,t) + 'I':(x,y,-z,t), z< 0 
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Die Bedingung (1.21) bedeutet zusammen mit (1.16b) I und (1.22): 

EMx = EMy = 0 und EMz = 2 E~z fUr z = -0 

EM-Felder an der Oberflache eines leitenden Halbraumes 

Da in z {.O auch !!M verschwindet, ist auf der Erdoberflache z = 0 

die Vertikalkomponente E der einzige Hinweis auf die Existenz ei-
z 

nes TM-Anteils im induktiv angekoppelten Quellfeld in z< O. Der 

Spiegelanteil von qM in (1.22) kommt 

durch elektrische Ladungen an der Ober-

flache z = 0 zustande. Diese Ladungen 

sind so angeordnetsind, daB Ee im Lei-z 
ter z '> 0 annulliert und dadurch E im z 
Lufthalbraum verdoppelt wird. Dies flihrt 

durch Spiegelung automatisch zur Aus

loschung der Horizontalkomponente von 

EM bei z = O. 

1'f 

Magnetische Dipole in Luft als einfache Beispiele der Darstellung 

eines Feldes durch TE- und TM-Potentiale 

Die Komponenten H und E lassen erkennen, welche Potentiale zur Dar-z z 
stellung benotigt werden: H t 0 erfordert ein TE-Potential, E ¥ ° z z 
ein TM-Potential (5. (1.18a) und (1.17b)). 

Das Magnetfeld eines magnetischen Dipols vorn Moment m(t) am Ort r 
-0 

ist gegeben durch 

( 
mEt) ( H (!:I t) ~ - \l \7. - ) = \1 '\7. !:!:llt)) 

- 0 't" R. Ifrr: R. ) 
R:lr-r .. l. 

a) Vertikaler magnetischer Dipol 

H ¥ 0, E = 0: nur TE-Mode z z 
'" m(t) = m(t) z: 

Daraus folgt sofort 

so daB mi t (1. 1 Sa) I 

(1.23a) 

in einem Zylinderkoordinatensystem r, ~ , z. 
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b) Horizontaler magnetischer Dipol in x-Richtung 

Hz ~ 0, Ez f 0: TE- und TM-Mode 

'" m(t) = m(t) ~. {"."3A}, 

!!l£, t) :: ..# £ (~, t) 

Daraus folgt 

! 
:; #tit) V dj( (4/11.) = 

't7C 

Pt> ~(O (x-Y;",)I"IJ.7{f-},,) 

4n: I? (R +Iz-i./) 

Aus (1.23a) ergibt sich durch Drehung des KS, so daB E in der 

(y,z)-Ebene liegt (A. /lSb) I 

l 

= d;>" If. (r, t) 
'<c /", • 

Daraus folgt 

dt Cf ... (r,iJ = )10 ,;,., If) (y-y,) /JI'" t; -I?) 

Lt" R ( R + It -} ... /) 

-"'0 ;:., It) (y - 'h) 

'Tlr ( R t IT-i.l) 

(Alternative Berechnung von ~M aus der Tatsache, daB Ex = 0.) 

Zur Darstellung von ~M wird nur dZ~M benotigt. Mit (1.15a,b) I 

lautet E: 

h ,;., et) I"',q .. lf-M A y y_v 
E (r, i:) :: ".,.0 " { z ~ 'V ,,--\,"o r \l 1'0 }:: E .,. IS. ( 1 • 2 3b) 
- 41(." - R. (R t/lo-i,,1) R. (R f N-lo') -if -1'7" 

Die komplizierte Darstellung von E durch (1.23b) zeigt deutlich, 

daB die Zerlegung in TE- und TM-Mode nicht immer der Geometrie 

des Quellfeldes angepaBt ist. Ihren Nutzen erweist die Zerlegung 

erst, wenn die Induktion des horizontalen magnetischeb Dipols in 

einem geschichteten Leiter betrachtet wird. Hier tritt nur ~E aUf; 

qM wird an der Leiteroberflache gespiegelt (s. Gl. (1.22)), so 

daB hier eine Flachenladung der GroBe 

entsteht. Dabei ist c = 1/Y€ ~' die Lichtgeshwindigkeit. - Bemero 0 

kenswert ist, daB im zu o/E gehorenden induzierten Anteil eine Ex -

komponente auftritt, die im Quellfeld nicht vorhanden ist. 
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1.2 Partialwellendarstellung und Tiefenabhangigkeit der Partial

wellenarnplituden fUr TE- und TM-Mode 

1.2.1 Partialwellendarstellung 

FUr ein vorgegebenes Leitfahigkeitsprofil S(z) und eine vorgegebene 

Quellstromverteilung ~e(£,t) werden im folgenden die elektromagneti

schen Felder durch Uberlagerung von Fourierkomponenten = Partial

wellen gewonnen. In diesen Partialwellen wird die Abhangigkeit von 

den Horizontalkoordinaten x und y durch eine Abhangigkeit vom hori

zontalen Wellenzahlvektor~und die Zeitabhangigkeit durch die Fre

quenz w ersetzt. Erhal ten bleibt die Abhangigkei t von z. 

Da in den Koeffizienten der Dgln. (1.16a,b) nur z explizit auftritt 

(in ~(z)), konnen die Ubrigen unabhangigen Variablen x, y, und t durch 

einen Fourieransatz abgespalten werden 

, 
( 1ft) 3 (1.24) 

" A wobei ~ = u x + v y und d2~ = dudv. Einsetzen in (1.16a,b) liefert 

dann fUr fE,M(z) := fE,M(z,l.c,W) die gewohnlichen Dgln. 

TE: 

TM: 

wobei 

f. I, (t) = O/ti) -lE. U} J 
e 

/\ 

(1.25a) 

(1.25b) 

(1.26) 

1st allgemein h (z,~, w) die Partialwelle von h (£, t), so folgt aus 

"- iu. r: .... 

HE~ -.: HI1 )C 
= t- i vu F,'1 

'po 
A 

" v F~ 
..... 

.. -,'kG"" f/'! H -:: H,..y fEy /"D 
(1.27a) 

A k 1 

Fe 
.., 

He1: ". H,..c = 0 
/AD 

'" '" " "- CV F,.. ) I 
E =+cvv fe E,..)( -= 

€y; \? 

A ..... ,'v (u[,..)1 
Eey -:-wu. fe E,..y -: 

~ 

( 1 .2 7b) 

.... .... 
E = 0 

E""J:- :: k~ Ft'" El' 
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1.2.2 Der Skineffekt 

Die einfachste Leifahigkeitsverteilung ist der homogene Halbraum mit 

[
Or < <:> 

~(r) ~ I J 
~o/~">o 

wo sich (1.25a,b) reduziert auf 

AIs Randbedingung ist zu fordern, daB fUr Quellen in z ~ 0 das Feld 

fUr z~ooverschwindet, d.h. f~ 0 fUr z -'> QC> • Deshalb ergibt sich als 

Lasung 

(1.28) 

'" Bei induktiver Anregung folgt daraus wegen Ez = 0 fUr z = +0 mit 

(1.27b) fM(+O) = 0, so daB fM ~ 0 in z> 0, wie nach (1.20) zu erwar

ten war. In alIen Ubrigen Fallen klingt If(z)1 exponentiell mit der 

Tiefe ab. Die Dampfung ~ besteht aus einem geometrischen Anteil (~2) 

und einem elektromagnetischen Anteil (iw I-l ()). Im Falle verschwin-
o 0 

dender geometrischer Dampfung (k~O: quasihomogenes induzierendes 

Feld)vereinfacht sich (1.28) zu 

= 
_ (A N') Ci:/-P) 

1(1-,:)) e 
) 

( 2 )-1/1. 
~ = \ic.t fAD 0-" • 

(1.29) 

Dabei ist p die bereits in (0.1) definierte elektromagnetische Ein

dringtiefe fUr den homogenen Halbraum und ein quasihomogenes indu

zierendes Feld. Trotz der Einschrankungen ist (0.1) fUr viele Ab

schatzungen von groBem praktischen Wert. Die induzierten Strame flie

Ben so, daB das induzierende Feld aus dem Leiter herausgedrangt wird 

und daher das elektromagnetische Feld auf einen Tiefenbereich der 

GraBenordnung p unterhalb der Leiteroberflache beschrankt ist ("Skin

effekt"). FUr die Anwendungen in der elektromagnetischen Tiefenfor

schung wichtig ist die Frequenzabhangigkeit von p: Mit fallender Fre

quenz wachst die Eindringtiefe und die diesbezUglichen Daten enthalten 

zunehmend - bei variabler Leitfahigkeit - Informationen aus groBeren 
I..... f (t) 

Tiefen. ~ 

Mit der Dampfung verbunden ist eine mit 

wachsender Tiefe z zunehmende Phasenver

zogerung von f(z) gegen f(+O). Dies wird 

im beistehenden Argand-Diagrarnrn fUr 

f(z)/f(+O) mit zip als parameter darge

stellt. 

..t.o 

_. 'I "'.0 
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Wegen (1.28) und (1.27a,b) nehmen im homogenen Halbraum die Betrage 
,. '" 

aller Partialwellenamplituden von ~ und g exponentiell ab. Bei einem 
A 

beliebigen Leitfahigkeitsprofil 6(z) gilt dies mit Ausnahme von Ez 

auch fUr alle anderen Partialwellenamplituden: 

!!:..[ r {C)/2. .:: 0 .!!:.. If' (r') 11 L. 0 J of. /uf
M

/
2 .t. () cl J.L (\If )'I1.~ D 

dl: Te Jolt e. til: J al G"' 11 (1.30) 

Skineffekt der Partialwellen von TE- und TM-Mode 

Beweise: Zunachst gilt wegen (laI 2
)' = (aa*) , = a'a*+a(a*)' = 2Re(a'a*): 

et If", r:: z ~ [f: f~ L 
tJI~ r.;. 

;t I f~ 12:: 2 ~ { (r; ). f~ } 
(I. IS'C.) 

.J. 
-= 2 

01 I u r }7.. - 2. ~ { Cl F""Jt ( (I F, .. ) '] J ;ii /1'1 - (US'b) 

1-/1- (vFI .. )'J 2 =ll4. [J: ~(()F~J#.)']';-(f;-ft .. )'J ~ 2 ~[(O(l)*.: h1~(r;-f, .. )'3. 
till: Q 

Zur Berechnung von fEfE bzw. fM(~fM)' multiplizert man (1.25a) mit 

fE bzw. (1. 25b) mi t (G'fM) und integriert partiell Uber z von z bis 0<:) • 

Dann folgt mit fE(OO) = fM(oo) = 0 
OC) 

'it I f +s(c)fs{t)= - {'{~/2.+O(llfel2.}P/&') 
2 -

C>o 

f,:(l){Vh~WJ'= -f[~ /(o-f, ... )'/2. +-0(2vlfl.,/2}d;.~ 
2 

so daB mit (1.26) folgt 

Qc> 

- 2. f [ If; J 2. +- Ye 1 / FJ; / Z J oil' L. 0 .J 

l: 

0<> 

Z. ~t f llf~ /2 f- k2/fcJ2jd2-' - 2Cv'/t,,2. v(l) f'U(2 1
) IFs J1olt ' ~OJ 

C ; 

00 

.!!. I ~[..Iz::: - Z vet) f { ? 1((1("')'11. +- klr-If,./t}r.ll' ~ 0,) 

d; e 

1'\ 

• 
Der monotone Abfall gilt nicht fUr E , weil etwa an der Grenzflache zu 

z '" 
einem tiefer liegenden schlechten Leiter E wegen der Stetigkeit von 
A . Z A 

J mit der Tiefe ansteigt. - Die Monotonie gilt auch nicht fUr J und 

5
z

, weil Falle auftreten konnen, wo~it der Tiefe ansteigender L~itfahig-
y '" " 

keit lE I bzw. lE I schwacher abfallen als ~ ansteigt. Es kann sich dann 
x y ... ... 

ein lokales Maximum von LJ I bzw. IJ I ausbilden, da mi t zunehmender 
. x y " 

Tiefe schlieBlich der Skineffekt von E bestimmend wird. 
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1.2.3 Tiefenabhangigkeit der Partialwellenamplituden im N-Schichtfall 

Wegen seiner numerischen und konzeptionellen Einfachheit ist ein 

aus homogenen Schichten bestehender Halbraum 

fahigkeitsmodell. Dahinter treten konti

nuierliche Schichtungen (s. Abschnitt 1.2.4) 

weit zuruck. Dieser Halbraum bestehe aus 

N Schichten mit den Schichtleitfahigkeiten 

u1 ' ... , ~N und den Schichtgrenzen bei 

bei z = h1 = 0, h 2 , ... , hN. Die Schicht

machtigkeiten sind dann d = h 1 - h , n n+ n 
n = 1, ... , N-1. In diesem Fall erfullen 

fE(z) und fM(z) nach (1.25a,b) identische 

Dgln. 

das wichtigste Leit-

if h" =" 
dA G"", 
.J, 

'1' "I? 
d" <r;, 
J: "'",.-1 

hI'{ 
v 

IV 

(1.31) 

An den Schichtgrenzen unterliegen fE und fM jedoch unterschiedlichen 

Stetigkeitsbedingungen. Aus (1.19a-c) und (1.19d) I folgt mit (1.24) 

fE' fE stetig. bzw. 6fM, fM stetig. (1.32) 

Wir beschaftigen uns zunachst mit der TE-Mode und entwickeln Formeln 

zur Berechnung des elektromagnetischen Feldes als Funktion von z fur 

ein indizierendes Feld in z "" 0 mi t vorgegebener Wellenzahl!! und Fre

quenz ~ . Fur das Folgende zweckmaBig ist die Einfuhrung der tiefen

abhangigen Impedanz des elektromagnetischen Feldes: 

= {- 1 . (1.33) 

Argument ~ oder~? Wenn die FeldgroBen von u und v nicht nur in der 

Kombination u 2 + v 2 abhangen, wird ~ geschrieben. Die Dgl. (1.25a) 

hangt nur von ~2 = u 2 + v 2 ab, ~ tritt nur in einem Amplitudenfak

tor von fE auf, fE(z,~) = a(~) fo(z,~) i das Feldverhaltnis hangt da

mit nur von ~ ab. 

Im folgenden verwendet wird die modifizierte Impedanz 

, 
fe (~, ~/W) (1.34) 

von der Dimension einer Lange oder auch deren Kehrwert (damit werden 

einige Formeln einfacher) 

B tt, I< 1 w) = 

I 
-Fe li,!;! ,W) 

fe U:, ~ , t./) 

(1.35) 
~e lr, le, w) 
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Die Berechnung von fE(z) geschieht in zwei Stufen. Zunachst wird 

ein rekursiver Algorithmus zur Berechnung von B bzw. C an den Schicht

grenzen h hergeleitet: 
n 

Die allgemeine Lasung von (1.31) ist 

,+ +~.,(t-J, .. ) 
+ ~ e . (1.35) 

fE (z) solI fUr z ~ 0<> verschwinden. Dami t existiert fUr z ~ hN nur eine 

"auslaufende Welle" 

(1.36) 

Es sei 

(1.37) 

Dann ist nach (1.36) und (1.37) BN = ~N und Bn berechnet sich rekur

siv aus 
~~------------------------~----------------------------~~ 13 ... +'1 + 01... ta.,t, la,. J~) ,., = N -;1 '" A 1L =ot./y 

, 1.1 .I n 

FUr Cn = 1/Bn gilt entsprechend mit dem Startwert CN = 1/«N: 

A 

C,., ::: 0( ... 

(1.38) 

(1.39) 

+ - 11 Beweis: Es sei r := b /b der "Reflektionskoeffizient bei z = h . n n n n 
Dann lauten Bn und Bn+1 (letzteres wegen der Stetigkeit von fE und fE 

bei z = h ) : n+1 

1311 = 0(", 

Last man (1.40b) nach r auf, 
n 

0"" - '6;'+1 

~ = 
0(", r 'a .. ,o, 

- 201,,01.., 
e .I 

und setzt in (1.40a) ein, so ergibt sich mit Hilfe von 
)c - >' -Z)C e-e /I-e 

ta-I, )( = = e'IC +- e-Y. /1 r e-l~ 

(1.40a,b) 

(1.41) 

(1.42) 
J., 

Gl (1.38). Daraus folgt (1.39) durch die Er~zung B = 1/C ,etc. n n 

Zusatz:Last man (1.40a) nach r auf, 
n 

(1.43) 
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so erhaIt man in Verbindung mit (1.41) die symmmetrische Beziehung 

(0( -') -C( ) 
n n 

= 2L, - O(~ 
(1.44) 

die im folgenden dazu dient, die numerisch ungtinstigen Exponenten mit 

positivem ReaIteil durch solche mit negativem ReaIteil zu ersetzen. 

Gl. (1.44) kann man auch mit (1.42) direkt aus (1.38) erhaIten. • 

Mit HiIfe von B und C laBt sich das eIektromagnetische FeId an jedem 
n n 

Punkt z im Inneren des Leiters auf das OberfIachenfeId (z = 0) bezie-

hen. Zunachst Iiefert die Fortsetzung von Schichtgrenze zu Schicht

grenze: 

" '" 
£€'1 Ch;",,) I-I~ (J,~'II" ) 

= 

= cO)h (0(,., of,.,) - ( B~ /0<.,) /J~ t, (OI,., 01 .. ) = 

/f 
0;::. = C(}")J, ( 011, 01.,) ..,. ( 13nf -1 jot", ) ~h.J, (oIs-, d lr ) 

C(s-, +- 'E ... - cv., 0I? 
-.=. e 

c(#, f" 'E ~f '1 

A 

I 

HE.~ 
., 

tIE (hlt~" ) (h,.~" ) fJG'I (./'10"" ) = = = 
'" '" f~ (hh) H (. J,,,) Hey (h .. ) SI< 

= 

= 

Variation des eIektromagnetischen FeIdes der TE-Mode von 
Schichtgrenze zu Schichtgrenze 

(1.45a) 

(1 .4 5b) 

(1.45c) 

(1.45d) 

(1.4Se) 

(1.45f) 
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Fur die Variation innerhalb der n-ten Schicht gilt: 

f a) 
E 

= (1.46a) 

( 1 .4 6b) '1 ( '8", [ - 0(.., (i-/'.,) 
- 1+ -) e _ 
.2. 0( .. = 

, 
fa U) 

Ctnh L ~ (i -1, .. ) - 0(" C I-J /,h., t., Co/" (;-I, .. )] = (1.46c) = 

f~ (J, .. ) 

.1 ( 1 r 0(.. C" ) [ e 
- 01 .. (1-1, .. ) A - Oc'" CI1H 

e- 0.' .. (01 .. +~1-1 - r)] (1.46d) .,.. 
-I- 0( .. C"'11 == }.. I( 

h L. ~ ~ /"." A -£h := N-/ ,., ( ) 

I 
Fe (I) 

_ C/N (t - h IV ) 
hfO e c !! hty (1.46e) ::. -::. 

FE (hN ) f~ [~IV) 

Beweise: 

(1.45a-c): Aus (1.35) folgt 

= te (hit) 

1. Of., aI., 
A+ -r", e 

) 

Ersetzt man darin r nach (1.43) bzw. (1.41), so ergibt sich (1.45a) n 
bzw. (1.45b). Die Form (1.45c) folgt aus (1.45a) nach Ersetzen der 

positiven Exponenten in den hyperbolischen Funktionen durch (1.44). 

(1. 45d-f): Es ist 

f~ (hhf") 

f~ (h,.,) = 
lotl1 01 .. 

A -"'-", e 
(A - r.,) e 01.,11 .. 

Daraus folgt mit (1.43) bzw. (1.41) die Form (1.45d) bzw. (1.45e), 

wahrend sich (1.45f) wieder mit (1.44) ergibt. 

(1.46a-d): Ableitung von (1.46a) und (1.46c) analog zu (1.45a) und 

(1.45d); Ableitung von (1.46b) und (1.46d) analog zu (1.45c) und 

(1.45f) (Ersetzung positiver Exponenten 0( d mit (1.44)). 
n n 

(1.46e): Klar! • 
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Bemerkung zu (1.45a) - (1.46d): Wenn I~ Id «1 ist, sind alle Rekur-
--------~----~----~----~----~ n n 
sionsformeln (1.45a) - (1.46d) anwendbar. Wenn aberl~rl d

n
»1 ist, 

sind (1.45a), (1.45d), (1.46a) und (1.46c) numerisch ungUnstig, da 

sich das Resultat der GroBenordnung lexp(-~ndn)l aus der Differenz 

zweier betragsmaBig groBer Zahlen der GroBenordnung lexp(+~ndn)1 er

gibt. 

Die Tiefenabhangigkeit der Partialwellenamplituden der TE-Mode wird 

in Fig. 1.1 durch ein einfaches Beispiel illustriert: 

~ E(z)/E(O) 

-._2 ___ -:;;r0 ____ 0---r._2 __ 0:..,-o 4-'--__ 0.:.r . ..:...6 __ 0~ . ..:...8_--",; 

1 
0(= 0.1 P) 
\~y I 

1.8 
I z 

90· 

° 
0.2 

0.6 

.8 
I z 

P, 

-H(z)/H(O) 

0.2 0.4 0.6 0.8 

® 0· 

Fig. 1.1: Tiefenabhangigkeit von E und H fUr ein quasihomogenes in
duzierendes Feld (K = 0). Es sei -f = E~JH:Hy. Angenommen wird ein 
einfaches Zweischichtmodell, in dem sichaie-Leitfahigkeit in der 
Tiefe z = 0.5 P1 (P1 = Eindringtiefe der ersten Schicht, s. (1.29)) 
verz~hnfa~ht. Darg~stel~t sind Realteil (0°) und Imag~narteil 190°) 
von E(z)/E(O) und H(z)/H(O). An der Grenzflache sind E(z) und E' (z) 
stetig, so daB E~hier einen sehr glatten Verlauf zeigt. Im Magnetfeld 
ist dagegen nur H(z) stetig, wahrend H' (z) im Verhaltnis der Leitfa
higkei ten springt (le. = O!) Warum ? 

Eine weitere Veranschaulichung des Feldverlaufs wird in Fig. 1.2 gege

ben. Hier wird insbesondere der EinfluB einer dUnnen Zwischenschicht 

auf den Feldverlauf untersucht. 

FUr die TM-Mode lassen sich ganz ahnliche Beziehungen angeben wie 

fUr die TE-Mode. Nach der ausfUhrlichen Behandlung dieser Mode brau

chen die betreffenden Gleichungen nur noch aufgelistet zu werden. 

Die TM-Impedanz ist mit (1.27a,b) 

Z (i:,fS,w) = ,., 
... 

~I'f/C (i,S,w) = 
HI'f'1 U,~,W) 

= 
I +"" (t,!s,Iv) 

(;"(Vf,...o:,~,W) (1.47) 
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-IE(zl/E(O)/ -IH(zl/H(Oll 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 o. 0.2 0.4 0.6 0.8 
1 

0.2 
® 

0.2 
® 

----------

0.6 A 0.6 

~~ 
1.0 ~) 1.0 

P2 / P, = 0 1 A: p/p, = 0.1 

1.4 P/P, = 1 1.4 8: P/P, = 1 

P/P, = 10 C:P/P=10 2 , 

1.8 1.8 
I I 
z z ~ 

P, P, 

" I' Fig. 1.2a: Tiefenabhangigkeit der Betrage von E und H fur das Modell 
von Fig. 1.1 (A) sowie fur einen hornogenen Halbraurn (B) und ein wei
teres Modell rnit schlechtleitendern Substrat (C). 

o 

0.2 ® 

0.6 

1.0 

1.l. 

1.8 
I 
z 
P, 

® 

--IE(z)/ E (0)\ 

0.2 0.4 0.6 0.8 

A: P2/P1" 0.1 

8: PlP1 • 1 

C: P/P1 - 10 

o 

0.2 (~) 

0.6 

1.0 

1.4 

1.8 
I 

J---'--_L-_L-_ z 
P, 

----- Ifl (z) I H I 0)\ 

0.2 0.4 0.6 0.8 

A: PiP, - 0.1 

8: P/P1 • 1 

C: PiP, " 10 

Fig. 1.2b: In dieser Figur wird untersucht, inwieweit eine 
gut (A) oder schlecht (C) leitende dunne Schicht in einem sonst 
homogenen Halbraum (B) den Feldverlauf beeinfluBt. Wegen der induk
tiven Ankopplung beeintrachtigt die schlecht leitende Schicht den 
Feldverlauf kaurn (B & C) , die gutleitende Schicht zeigt dagegen 
einen nachhaltigen Ei~fluB (A & B); es bildet sich in ihr einekraftige 
Stromschic~t, so daB H sich hier fast diskontinuierlich andert. 
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Die Impedanz ZM ist an Grenzflachen stetig. Definiert man in Analo

gie zur TE-Mode (Gl. (1.37)) die GroBen B und C durch 
n n 

13 : = - f' (h,., ) I [ (h f (> ) 
n 1'1 M" 

A/1J 
.., .J (1.48) 

wobei die GroBen wegen fM(hn + 0) = (Gn - 1/G
n ) fM(h

n 
- 0) an Schicht

grenzen unstetig sind, so folgt analogzu (1.38) und (1.39) 

(1.49b) 

'B Ifnf4 + cY.,f3~ ta.... L, (01 .. d", ) 
-= 0(" n 

Of .. (3.., .,.. 
2?l7r"1 ta....h t.. I¥ .. g/.,) 

n:::N-A1 ••• )-1 

I 
£Y,. (3 .. c:.,., T ta..,4 (~d .. ) 

(, ::: , 
0(,.., A+ 0('., f3~ C"I-t ta...1. (~d .. ) 

(1. 49 a) 

Rekursionsformeln fUr TM-Ubertragungsfunktionen 

Flir die Fortsetzung der Feldkomponenten von Schichtgrenze zu Schicht

grenze gilt (bei Beschrankung auf die Analoga von (1.45c) und (1.45f)): 

, 
(;;"'Y (J, .. t--t) ~" (h .. ~,,) EM~ ( 1"",,.1 ) 

::: ::: = 
( ll, .. ) £ (h .. ) E""r (" .. ) 

Ml' 

/l + 0( .. en _ 01 ... qI ... 
.: e (1.50a) 

Ai- D<' ... (3 .. c,,'1 

G:- I,., f.h,.,./o) H1",lC ( hnt" ) H",y (1,,,,,. ) ~ (h"'I-") #71'-1 
:::: = ::: 

f", r.. h.,fO) H/'ix ( t. .. ) H",y Ch .. ) -v17 J Ch,,) 
r 

f" 
cY.., 1- ~.., - cv ... cl..., 

(1 .5 Ob) ::: e ()(..,j3 .. + 11 1ft"! 

Fortsetzung der TM-Feldkomponenten von Schichtgrenze zu Schichtgrenze 

FUr die Variation in der n-ten Schicht und im abschlieBenden Halbraum 

erhalt man als Entsprechungen zu (1.46a) - (1.46e): 
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f/i1 ll) : C(J)J.., Cc{ .. ( i-J, .. )] 

f;,(4.:o ) 

A cr'" [ - 0'., (i-I. .. ) 
:: -;: ( 1 r ~~) e -

'E
ht

.. - 0' .. (1.. - 0<,., (01,.,+ 1,,,,,,- i) 

---e ]J 
Z"f-t .,. 0( .. (3 .. 

,(.'0) 
11 

r Ch .. ) 
1'1 

f {n 
M 

- cY (t-I, ) e IV N ---" -= 
f (4 to) 
/'I IV 

.J 

Variation der TM-Feldkomponenten in der n-ten Schicht und im 
abschlieBenden Halbraum 

Anmerkungen: 

(1.51a) 

(1.51b) 

(1.51c) 

(1.51d) 

(1.51e) 

a) Die Formen (1.51. a) und (1.51 c) sind fUr I O{n dnl » 1 wiederum nume

risch instabil. 

b) Die Beziehungen (1.49a) - (1.51d) lassen erkennen, 

daB eine nichtleitende Schicht zwischen z = h und 
n 

z = h die TM-Mode n+1 vom Tiefenbereich z > h 1 abn+ 
koppelt. Es gilt mit 

l' 
rJ. .. ~:: 0 B 1 = 0, B = 00 und 0( = h:. > 0 : n- n n 

:B" ~ - f: (J,I, ) 1-& (t,,, ft» = le ta",.,4 Or Pl .. ) 1 

~.1. ____ J, 
1It-'1 

f./lJ/f" Ch"rD) ::: CcJ)h {lc(J,,.,,,-n] /Cv>!., (ted .. ) } h.., ,,&-~ 1,""'1 

:: ,4r..'" { Ir (1,,.,. .. - n J / /,-.'1, (~p/ .. ) ft~ (i) / £..' (I, .. ) 
F, .. (h" -t)) .. ~ .. {/',.,.., "'0) = 0 I ~' (",.,." ) = o. 

Aus der letzten Gleichung folgt mi t (1. 25b), daB f M;;: 0 in z) hn+1 . 
A . ~ 

Dami t ist auch ~M :: 0 fUr z > hn+ 1 und .!iM=: 0 fUr z l hn . 

c) Die Ubertragungsfunktionen B und C sind fUr TE- und TM-Mode n n 
verschieden, so daB die Bezeichnung BE bzw. BM angemessener 

n "n 
gewesen w~re. Wo eine Verwechslung m6g1ich ist, wird die se Be-

zeichnung auch verwendet (s. Anmerkung d)). 
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d) FUr le. = 0 und beliebiges G" (2) ,. 0 liefern TE- und TM-Mode identi

sche Horizontalkomponenten von ft und E. FUr diese Komponenten gilt 

(1.52) 

Beweis:Mit der neuen abhangigen Variablen fE:=~-1 (uf
M

) , lautet 

(1.25b): fE = iw ~o~fM' Daraus folgt durch Diferentiation 

- --fi = iW~o(ufM)' = iW~o~fE' d.h., fE erfUllt (1.25a) und wegen - -fE' fE~ 0 fUr Z-)oo ist f E ...... fEe Daraus folgt (1.52) mit (1.27a,b) 

und BE(z) :=-fE(z)/fE(z), BM(Z):= - (G"fM)'/(G"fM)1 z+O 

(= -fM(z)/fM(z+O) fUr den N-schichtfall). 

I' ,. 

-- I EM ( z) I EM ( 0) I '" ,. 
--;..IHM(z)/HM(O)1 

-----------------

A : P2 1 P, = 0.\ 
1.2 

B: P21 P, = \ 

HM EM c· P2 /P, 10 

0: P2 /P, 100 1.6 

! 
z IPI 

0 0.2 0.4 0.6 O.S 1.0 0 0.2 0.4 0.6 o.e 1.0 

0 

1.2 

EE A 

1.6 

! 
z/P1 

A I' 

----> IEE(z)/EE(O)1 

Fig. 1.3: Vergleich des Tiefenverlaufs der Horizontalkomponenten 
von TE- und TM-Mode fUr die Wellenzahl k. = 1/ (2P1) (nur fUr le 'f 0 
treten Unterschiede aUf, s. Anmerkung d)). Die Unterschiede s~nd 
a~roBten fUr eine schlechtleitende Zwischenschicht (Fall C und D) . 
lm Grenzfall i 4~ verscwinden H und E an der Ober- bzw. ,Unterkante 
~;Qcor ~~h;rhr? - Fast keine Dif~erenz ~m Fall A (guter Lelter), 
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1.2.4 Kontinuierliche Leitfahigkeitsmodelle 

In diesem Abschnitt sollen kurz einige Losungen von (1.25a,b) fur 

kontinuierliche Leitfahigkeitsprofile ~(z) angegeben werden. Sie 

haben gegenuber dem N-Schichtfall nur geringe praktische Bedeutung, 

sind aber oft fur Testzwecke nutzlich, z.B. wenn untersucht werden 

solI, wie weit sich eine tatsachlich vorhandene kontinuierliche 

Schichtung durch ein diskretes Modell (mit nur wenigen Schichten) 

approximieren laBt. 

a) k = 0 (quasihomogenes Feld) 

Die Dgl. (1.25a) der TE-Mode besitzt fur die beiden folgenden ein

parametrigen Profile relativ einfache Losungen: 

cr(z) 
2 3 4 --t CJ(O) 5 

o 

Bemerkungen & Sonderfalle: 0.4 

,,'(0) :' 46 Q{O) 

bla::: 0: 

fS'" (() 
\7 (t):: ----. 

(/I - a2 i,)L 

b/a::: !A: t)ct):: v
iO

) 
(A :; 2Q t)2. 

(;-(0) 

I?"ll) ::: 
(A-be)'t 

(b beliebig reell) 

( p und c beliebig reell) 

Bemerkungen & Sonderfalle: 

cr-' it) 

G" f (D) _ C f5"'{o) 

t'f' = - f .:, A) ~',.. bla := t-1 

Fur pc < 0 ist 

{ 
0 C.:: 0 

= OC:.,C >0 

0.8 

1.2 

1.6 

1 
az 

2.0 

0.4 

0.8 

1.2 

1.6 

1 
lel z 

2.0 

b/a = 0.5 

o 

- O. 25 

- 0.5 

- 0.75 

o 2 3 
0(z) 

4 ---'> 0(0) 5 

p =-1 

--- c >0 



No. 

A-1 

11.z 

] 

G"" (z) Abklirzungen Einschrankung fE(z,w) B ,= -f' (O)/f (0) E E E 

6 + la.l.(.,hl.' 
rr{O) ~ cub> 0 t;. 0... U;'lo:.. ) 'I d+ =[A-{h!(lJi]1. 

[A -{b+a)?f L A -(b-(1.)ij t 

1 :::: 141+)/ 'IQ. d'; [ I'~J, ( 1!Pi :) 
,,(O) a.>o 

b - "la1,.,ki'ColJ, [1()'"C"/~ f ] Q +b ~ 0 -0 , 
er If{n o'l-,/:} 
+ - kl = (oWpov(O) 

--

Se 
-Jrl.~/J' b +- -k 

~(o) fI(,,) 6 :::: A-bl: b>o 
.::::--

( A -bn¥ s"a> 
~l = ,ow)i~ vU,) d /,;...t, l :: ) b ~ ct!)ft-, ( :) b < 0 -

"40 fi 
'l.V K. (Jey.) + ~ k (Je~I1) /k ... (,In<.) IJ= c ( 2/,+ If) ";) 0 

G'"{OJ(.A+"PCi) .J /::/:0 .l,p+" v v-" 
2-

c.l- 'f. = ., 
c (2,PfA ) ()2 X,) rv-to) e , /' :::: 0 

XV I,v/ (Aq'J<) - 4e. Iv (,/? x..) /1fv/ Z,f>+ 1 c (. l/H) L 0 

'I- ':: "1<0 (Af,(lO) LP v: = (.1/''') /'/'" 1/ 

t 
"le:: t°(.V Po v/O) C (. .1 "/1) == 0 - -

So A f.:" b/tt =1-" 
------- ",l. 

Tabelle 1.1: Ubersicht liber Losungen von (1.2Sa) fur einfache Leitfahigkeitsverteilungen 
im Fall eines quasihomogenen induzierenden Feldes (k = 0). Dabei sind I und K modifizier
te Besselfunktionen (s. z.B. Abramowitz & Stegun, p. 374 und AbschnittV1.S). v 

W 
N 



- 33 -

Anmerkungen 

1) Die Lasungen von Tabelle 1.1 zerfallen jeweils in zwei Gruppen, 

die sich dadurch unterscheiden, ob 
0<> 

I :=f~ dz 
D 

endlich ist oder nicht: 

A) 'vl'~) I 1 (- b + a. 
T::: ZQ. oS -/:, -4 

) 1 a.t/' 4 0 , Q. .., 0 

I a. + k >t) ~ ')0 
::- 00 ) -

B) 
I 

1. ii;;;' 
~ (l,p'H) L 0) -:: 

CCZ,,.,,) 

1 
c.(t.-rtI'J} ~ 0 . = 00 

lm Fall l.(' #c gibt es keine Lasungen von (1.25a) mit le = 0, d.h. 

(1.53) 

die fUr z~_ versc~inden. Es laBt sich lediglich erreichen, daB 

f~ ~ ° fUr z ~ 00. Zum Beispiel sind 

gen Losungen von (1.53) im Fall A1 

t;(z) = G"(o) (1 + Bz)-4: Jl!(3 

f± (i) ;: (. A.,. /3 l) bi.P l + .;1+ /3 2- J) 

die beiden linear unabhangi-

fUr b = -B "0, d.h. fUr 

Durch eine Linearkombination kann nur erreicht werden, daB das 

lineare Glied des Vorfaktors verschwindet: 

fe Ct> :: i [f/t} - -Lcn] = (Af',/J i) /'~ L, {::; L te /00) = ;!llfo· 

2) Die Lasung fUr A) laBt sich aus der Lasung g(x) = exp(-ik2+a2~) 
der Dgl. 

g" (x) = (k 2 + a 2) g (x) 

unter der Voraussetzung 

/1"-,,:" a)C 

a '> 0, b + a ') ° durch die Transformation 
Q JCy.) 

J 

gewinnen. 

3) Die (physikalisch belanglose) Lasung fM von (1.25b) fUr die TM

Mode laBt sich aus der Lasung fE fUr die TE-mode durch die 

Transformation 

ableiten (s.a. S. 30, Anmerkung d)). 
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b) Beliebiges le 

Losungen von (1.25a,b) fUr beliebige Wellenzahlen ~ seien hier 

nur fUr das exponentielle Leitf~higkeitsprofil G(z) = ~(0)exp(2Bz) 
betrachtet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 1.2 zusammengestellt: 

TE-Mode: 

G' (z) AbkUrzungen Einschr~nkung fE(z, w) BE = -fE(O)/fE(O) 

)el = """"«0 £Tr,,) kv(r e 
13i: k~-1 (YJ 

j3 :2 0 ) k:-f/2 
llJi Kv (~) 

~(.:»e 

~="b/If31 J"f",cn 
/ 

-/£3/;& ) let-le. (3 ..c 0 Ivl(e 
LI :: le / 113/ Iv (n 

TM-Mode: 

G' (z) B = AbkUrzungen Einschr~nkung fM(z,w) M - (G-f )' / (q-f ) 
M ' M li;c 

~ -(3'! 13~ kt_I £n .k :: " w,)-t t> ~ ( tI ) 

fo ~ 0 e kv(re ) (1/-.4)(3 + Az 

ln~ ~ :: "kll~l k~ er) 
~(") e 

(A+v)}f31 -tfi If/II (~) Cl 2". ,/1 + (le/ /3 )2- fife> 
/t3Ii- ( -1111) 

e Iv ~e I;- (r) 

Tabelle 1.2: Ubersicht Uber die Losungen von (1.2sa,b) fUr ein exponen
tielles Leitf~higkeitsprofil. (K und I sind wieder modifizierte Bes
selfunktionen, s. Abramowitz & S¥egun, p. 374 und Abschnitt 1.5). 

Die Losungen von (1.27a,b) fUr eine Anzahl weiterer Modelle lassen 

sich fUr beliebige Wellenzahlen auf hypergeometrische Funktionen zu

rUckfUhren. Zu erw~hnen ist hier insbesondere das anpassungsf~hige 

Epstein-Profil, vgl. etwa D.S. Jones, The theory of electromagnetism, 

Pergamon Press 1964, p. 335 et 408. - Praktisch sind diese Losungen 

im Vergleich mit dem N-Schichtfall ohne groBe Bedeutung. 

1.3 Ankopplung der Partialwellen der TE- und TM-Mode an das Quellfeld 

Die Quellen der TE-Mode sind indukti v an den lei tenden Halbraum z '> 0 

angekoppelt. Sie mogen im Bereich z ~-£ ~ 0 liegen. 

Dabei ist c eine beliebig kleine positive L~nge. 

Im quellfreien Gebiet 0 '> Z ') - e: erfUll t fE wegen 

~ (z) = 0 die Dgl. fE = ~2fE mit der Losung 

- Jri ki le t.{iJ=(e .,.."..-oe )1oC!:!,4.I))O~r:;'/-G 
E 

tfZZZj)e~ 
______ t -= -~ 

--------- 2:0 

(1.54) 

Der erste Term diffundiert in Richtung z =00 und beschreibt daher 
e e -~z das Quellfeld, fE(z,~,w) = fo(~,cv)e i der zweite Term diffun-
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diert in Richtung z = - ~ und ist das induzierte oder innere Feld. 

Das Potential in z > 0 sei allgemein fE (z,~, 4J ). Aus der 8tetigkei t 

von fE und fE bei z = ~folgt mit (1.54) 

(1.55) 

wobei etwa fUr den N-8chichtfall BE = B1 rekursiv nach (1.38) be

rechnet wird. Damit folgt aus (1.54) und (1.55) die gesuchte Bezie

hung 

2k 

it + BE 
-= (1.56) 

FUr die einzelnen Feldkompone~ten ergibt sich als Verhaltnis des 

Oberflachenfeldes zur entsprechenden Komponente des Quellfeldes 

mit CE : = 1/BE : 

fe CO) 
... 
E (D) 2Jc lie- CE 

.... 
(E £'. eey) He) - ::: 

------ = = :- I;~I e Seep) k. +8€ fe (D) A+IT et: 

f~ I~) ... ... If to) 2. ~E A 
... 

2- ( J.I ;: HE", I-I.- y ) 
{rrO) = ~ -= = H~{·" k+Be -1fkC~ 

Bezeichenet der hochgestellte Index i den .inneren oder induzierten 

Anteil, so gilt noch 

(1.57) 

A " wobei E und H dieselbe Bedeutung wie oben haben. FUr eine sehr gut 

lei tende Erde (BE ~ pc» ist 8 ~ 1, d. h., die Horizontalkomponenten 
" A von ~ verdoppeln sich und die Horizontalkomponenten von ~ verschwinden. 

FUr sehr inhomogene Felder (k~OO) verschwindet der Induktionseffekt 

(8"'" 0); fUr homogene induzierende Felder (k ~ 0) verhal t sich der 

Halbraum wie ein idealer Lei ter (8,.., 1) . 

b) TM-Mode 

In diesem Fall verschwindet nach (1.20) fM im Lei ter z., O. Die 

Quellen mogen in z<. -E':: 0 liegen. Dann gilt nach (1.25b) in - c'::: 

(z<.O: f~ = k 2 f M. 1st hier 

gegeben, so erhalt man 

fach durch 8piegelung 

e e -~z 
das Quellfeld durch fM(z,~,w) = fo(~'w)~ 

die gesamte TM-Mode nach (1.22) ein-

(1.58) 
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Die TM-Mode moge durch Stromeinspeisung an der Erdoberflache z = 0 

erzeugt werden. Ist Je(O) die betreffende Vertikalkomponente der z 
Stromdichte, so gilt nach (1.18b) 

lie (O) = - r::;- (+ () (d~)t ~ iy'r) ft1 ( i = f (» ) 

bzw. im Wellenzahl-Frequenz-Bereich 

(1.59) 

Es sei 

B : = - (uf )' / (uf ) I ' M M M z=+o (1.60) 

Dann gilt wegen der Stetigkeit von 6-
1 (uf

M
) , bei z = 0 und 

fM(z) = fM(-O) exp(l<:"z) fUr z~ 0 (da Quelle bei z = 01) 

r (. ) ;'f J-"(v f >'1 = t M .. 
D = g,.,.' V" T"" +0 

- ~ r (-O) T,.. ) 
'B,., 

so daB aus (1.59) folgt 

(1.61) 

Beispiele fUr Je: 
----~----------z oQ 

I ~... iw t 1(t) = -1(4.1) e dw: 
27r 

~) Punktelektrode im Ursprung mit Strom 

B) Horizontaler elektrischer Dipol im Ursprung mit Strommoment 

(= Stromstarke x Elektrodenabstand) d(t) = d(t) x und 
.,- iwt 

== ...!- f JCW) e ctw 
l1t -....... 

A _ 

J~e {O, !:Sf W} == - (.' c... dlw) 

I -e: .,.e 
---mF:l'=t---~ 'l' 

I ! 1 

FUr einen beliebigen horizontalen elektrischen Dipol mit ~oment 

~(t) gilt allgemeiner 

-= -ilC·d(c.v) (1.62) 
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1.4 Exkurs uber Zylinderfunktionen 

Bei der im folgenden Abschnitt 1.5 zu behandelnden Superposition 

der elektromagnetischen Felder aus Partialwellen und in damit ver

bundenen weiteren Anwendungen werden wir imrner wieder auf Zylinder

funktionen stoBen, die in diesem Abschnitt kurz besprochen werden 

sollen. Fur Einzelheiten sei auf Kapitel 9 -11 des "Handbook of 

mathematical functions" (hrsg. von M. Abramowitz & I. Stegun, Dover 

Publications 1970) verwiesen, wo eine ausgezeichnete Zusamrnenstel

lung aller wichtigen Formeln gegeben wird. 

In der mathematischen Physik wird man auf Zylinderfunktionen ge

fuhrt, wenn in Zylinderkoordinaten (r, ~, z) die Dgl. 

(1.63) 

durch einen Separationsansatz ~(r, r, z) = R(r)·f(~) ·Z(z) gelast 

werden solI. Mit den Separationskonstanten y2 und ~2 ergeben sich 

die gewahnlichen Dgln. 

Die erste Dgl. ist die Besselsche Dgl. mit den Zylinderfunktionen 

v-ter Ordnung als Lasungen. Aus der Lasung der zweiten Dgl. ~ (f) -
~ ''''f e ~ folgt, daB in Anwendungen, in denen der volle azimutale Winkel-

bereich betrachtet wird, wegen o/(q) = ~ (~+2~) die Separationskon

stante v auf ganze Zahlen beschrankt ist. Das Auftreten von Zylinder

funktionen etwa bei der Dipolinduktion resultiert daraus, daB die 

Dgln. (1.7a,b) nach Ersetzung von ,\.., iw vom Typ (1.63) sind. 

A) Bessel- und Neumannfunktionen 

Mit der komplexen Variablen z lautet die Besselsche Dgl. 

(1.64) 

aus der man fur z = kr und w(z) = R(r) die oben angegebene Dgl. 

erhalt. Fur jedes V~ 0 hat (1.64) eine Lasung, die bei z = 0 regu-

lar ist, w(z) = Jv(z) (= Besselfunktion erster Art, v-ter Ordnung 

od er einfach: Besselfunktion v-ter Ordnung) und eine zweite Lasung, 

die bei z = 0 singular ist, w (z) = Y v (z) (Besselfunktion zwei ter 

Art v-ter Ordnung oder Neumannfunktion v-ter Ordnun~). Diese Funk

tionen sind so normiert, daB fur z~ 0 und Va 0 gilt 

c un) ,,/.1)/ &} v ~ 0 

{ _ ("/~) (ilz )-v r(v») 
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Wenn v = n eine nichtnegative ganze Zahl ist, sind J (z) und Y (z) 
n n 

zwei linear unabhangige Losungen von (1.64). FUr V = -n, n ~ 0 sind 

J (z) und Y (z) linear unabhangig und fUr nichtganzzahliges v kon--n -n 
nen J v (z) und J_v(z) als linear unabhangige Losungen gewahlt werden, 

da gilt 

'j et) = _,-A __ 
v jJ;"'VTt' 

J v (z) besi tzt die Reihendarstellung 

l: {t> = 
v 

C f)v ~ (-l//If) #l 

'#""0 Ae ~ r(v+.J'nl1) 

(1.65) 

(1.66) 

Besselfunktionen mit halbzahliger Ordnung lassen sich durch trigo

nometrische Funktionen ausdrUcken. Zum Beispiel gilt. 

(1.67) 

FUr (zl .-:> ..... und /arg z(~lr gilt asymptotisch 

2 "1j, 2 )"J: . J
v 

0) = (;;t.) L {CU)(t-t VTC -f)+ o ("Ic) 3 ' >'vrt) = (lit l[;7V>-.O-t ViL -f) + O{'Yt )} 

(1.68) 
Die Funktionen 

Hi") 1{)+c''j(1:) und {iJ : = v I v v 

werden als Hankelfunktionen erster bzw. zweiter Art bezeichnet. 

Das Verhalten von J o ' J 1 , Yo und Y
1 

fur reelles Argument z = x 

zeigt die folgende Skizze, aus der auch abzulessen ist, daB fur 

x -:.> - gilt J (x)::- -Y 1 (x) J 1 (x) ~ Y (x). o , 0 

10 

.1 

.6 

.4 I 

J,/ 
I 

J 

1./ 
I 
I 

0
0 

·1 

·.4 

-6 

-I 

I 
I 

I 
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FUr den sehr wichtigen Spezialfall der Besselfunktionen erster Art 

mit der gannzahligen Ordnung V= n gel ten die folgenden Beziehungen: 

Reihendarstellung 

Symmetrien 

Integraldarstellungen 

Rekursionsformeln 

J,,-, f ];'1-, 

JI-o-, - Jnf' 

00 (_ ~'l'f) h 
(~)'l 2-----

.-'l! ( ,,12th)! 

I 

"" 

-= 

~ 

.Ie:o 

rc: 
j Cl/"} ( t ~~ t - ~ t) dt

o 

~], J {7._, = !::!"'J. .,].' t .., 
2-" '" 

~) , 
2).,' 111 1-' = i Jh - J ... 

(1.69) 

(1.70) 

(1.71a) 

(1.71b) 

(1.72) 

FUr Besselfunktionen der Ordnung v>-1 gilt das folgende reziproke 

Transformationspaar ("Hankeltransformation") 
00 

-le..,.) = f 9{1C) ]" (J&) le cb:., 
o 
00 ? (le) = j I {J-} I" (It y).,.. 01.,., 

<> 

B) Modifizierte Besselfunktionen 

(1.73) 

Dies sind Besselfunktionen, deren Argument gegenUber dem der norma-

len Besselfunktionen urn 90° phasenverschoben ist. Sie 

und Y (x) im ahnlichen Verhaltnis wie sin x und cos x 
n 

stehen zu J (x) 
n 

zu eX und e-x . 

FUr ganzzahlige Ordnung n und komplexes Argument z sind sie definiert 

durch 

1.. 0) ... (-I. ).., Jh(ii:) , 

hf1 r"" 
,""1, ¥ []., un r i ~(£'i-)] = 77: Hh (,'f), 1(.., et) 

t. 
:: Z 

(1.74a) 

(1.74b) 

Sie sind daher Losungen der Dgl. 

(1.75) 

FUr Anwendungen wichtig ist ihr asymptotisches Verhalten 



a) fUr z ~ 0: 

b) fUr /z/-> 00, Re z> 0: 

~ 

Ih (n = .!!...- [.;1 f &(~/l) ] ) 
J!uri I 
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I (z) besitzt die Reihendarstellung 
n 

J., It} = 

Ferner gilt fUr In und Kn 

Symmetrien 

I;, (-r) .... (-I)" L,IJJ) L."lf): .i",fz)} ~_ .. (n ... k. le) 

Rekursionsformeln 

mit zn = In oder (_1)n Kn 

Integralda~tellungen 2~ 

7r 
I f ~ c~t 

I rt) =:;; e Ccn., f: rJt 
.. 0 

2.0 

l6 

1.2 

(1.80a-d) 
.8 

I und K sind fUr reelles Argument n n 
z = x ebenfalls reell. FUr dies Ar-

gument ist der Verlauf von 1
0

, 1
1

, 

Ko und K1 nebenan dargestellt. 

.4 

(1.76a) 

(1.76b) 

(1.77) 

(1.78) 

(1.79) 

O~--------~------~~~~~~3--~X 
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C) Kelvinfunktionen 

In Anwendungen (z.B. Dipolinduktion im homogenen Halbraum) kommen 

modifizierte Besselfunktionen mit dem Argument 
c· rr IIf 

Z : X e ) 

vor. Dabei werden 1
0

, 1
1

, Ko und K1 durch 8 reelle Hilfsfunktionen 

des Arguments x, namlich ber, bei, ber', bei', ker, kei, ker' und kei' 

ersetzt, die als Kelvinfunktionen bezeichnet werden und tabelliert 

sind (s. z.B. "Handbook of mathematical functions", Abschnitt 9.9). 

Es gilt 

iftl'l 1 L ( Io (xe ) = O~". (y.) 1- " o.e.. y.) ) 

rft/., A-': [I I . L • I I (~ e ) = -;;:;:; Ob' (y.) + t Q.e, (?tJ]) " ,~ 
(1.81a) 

ITlI." -A,.,' r J.. I .Lt'.J.. .I(y)]. k", (x e ) = J'i:' L ,,«, (y.) r ","' ,. t' fo,.' eX) 
I (1.81b) 

Den Verlauf der Kelvinfunktionen in Form der modifizierten Besselfunk

tionen zeigt die folgende Abbildung, auf der der unterschiedliche Or

dinatenmaBstab flir I und K zu beachten ist. 
n n 

2 b 0.2 

c+d -o --- o 

" I 
I 

R. Ko I a: 
I 

-2 R. 10 
-0.2 a: 

I 
b: I Im Ko 

I 
b: Im 10 

I 
I c: R. KJ 

I 

-4 Re 11 -0.4 c: 
I 

/d d: Im KJ 

I 

d: Im 11 
-6 -0.6 

I 
I 
I 
I 
I - 0 ,8 L..-.....L.----!.l._-'----L_L-....!.---L_..L--L---.J 

2 3 4 -x 0 2 3 4 -x 

D) Spharische Besselfunktionen 

Dies sind Besselfunktionen von halbzahliger Ordnung, die sich bei 
( 

der Lasung der Helmholtzgleichung 

\ll.'f f- o,(t et -= 0 

in spharischen Polarkoordinaten als Radialfunktionen ergeben und uns 
spater bei der Betrachtung der Induktion in einer kugelsymmetrisch ge-
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schichteten Erde begegnen werden. Sie sind definiert durch 

" ( 7r" )"t.z J (n : -= - J (i) 
,., J. i! ~7f 1t, 

l. 
(1.82a,b) 

und erfUllen die Differentialgleichung 

(1.83) 

Mit (1.65) und (1.66) ergibt sich aus (1.82a,b) als Reihenentwicklung 

Jti) 
rl1 {-1 %'/2 (~'ll) 2. } ) 

(1.84a) = + _ ... ,... flh.,.",!! A! (2.;'1' 3) 2.( (l;'fJ)t.Z"'fS") 

Y,., (Z) (l11-1) If 
{~- ~I/Z al/z )l (1.84b) = +- """ J of" 1--1 -""!(A-~I1) Z! (A-.1I,) (3-1"') 

FUr ungerades k> 0 ist k!! = 1.3.5 ... k, so daB mit konsequenter An

wendung der Funktionalgleichung k!! = k(k-2)!! auch gilt (2n-1)!! = 

(-1)n/(-2n-1) I!. Deshalb gilt die Symmetriebeziehung 

y = (_1)n+1]" . 
n -n-1 (1.85) 

Die spharischen Besselfunktionen lassen sich auch implizit darstel

len durch die Rayleighschen Formeln 

11 ( Id)'" /7"':' i " 'j (i):= _ ~ '" C ~ ..:L) '" Cv> ~ " 
J"" (i) ::: +- l - T di 1:)'" I,: 1! ti1 r (1.86a,b) 

Die ersten Funktionen lauten daher 

) J.., (n =- ) Yo (f) c.ni- /J~ ~ 
yln=----

A II l: 

(1.87) 

Wegen (1.86a,b) lassen sich alle Funktionen durch negative Potenzen 

von z und sin z und cos z ausdrUcken. 

Mit f : = jn oder Yn gelten die Rekursionsformeln n 

~t (,.,-, !:!"!:"!'f. I 

+,.,-, r +..,,., }~ 
= t f .. :. { 

t ., e .., 

f"-I - (ht,) f .. " = (lh{-/) 1..' f"'l'l ; f .. -f' (1.88) h = ., 

Ausgehend von (1.87) lassen sich damit alle Funktionen gewinnen. 

Alternativ kann der Aufbau von j und y auchgeschehen durch n n 



J := + 9 /,v.:. c '" ., 

wobei gn(z) mit g-1 = 0, 

ist durch g + g -n-1 n+1-
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go = z-1, g1 = z-2 rekursiv definiert 
-1 

( 2n + 1) z g , n = 0 ~ ! 1, t 2, ± 3, ... (s. a. 
n 

(1.89a) 

(1.89b) 

( 1 . 88 ). 

FUr n = 0, ... ,3 sind die ersten spharischen Besselfunktionen fUr 

reelles Argument z = x in den folgenden Skizzen dargestellt . 

. 6 

.5 

.4 

I 

I , 
I , , 

I 

.3 : 
I 
I 
I 
I 

.2 I 
I 
I 
I , 

I / / 
.1 I I 

I • I 
I / I 
I • / 

-.1 

-.2 

-.3 

14 

j (x) 
n 

Yn (xl 

.3 

.2 

.1 

0 
/3 

/ 
I 

-.1 / 
I , , 

-.2 I 
/ 
/ , 

-.3 , 
/ , 

_.4 
, 

Y (x) 
n 

Zum AbschluB dieses Abschnitts seien einige im nachsten Abschnitt 

verwendete Grundintegrale, die entweder Besselfunktionen enthalten 

oder auf Besselfunktionen fUhren, aufgelistet. Im folgenden sei 

k eine komplexe Zahl mit positivem Realteil und z sei positive (In 

den Anwendungen wird k = (i~ ~ ~) 1/2 = Iklexp(i~/4).) Dann gilt 
o 

mit den AbkUrzungen 

o 

-~i-

e l(~'Y)YC""'J.r = 
0<. 

I -
~ 

(Sommerfeld-Integral) (1.90) 
R 

(Weber-Integral) (1.90a) 
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00 
- 0( ~ 

J e l (Jr .. ,.) dk' -= L [A2(R-n]- k [",/ec.l?t r)] 
ool 0,2 

'c) 
0( 

(1.91) 

00 - ()(~ -~i: -,/eR 

f e 1 (~~) a'~ -= .l. (e - e. ) 
'" ,fe".. 

0 
()( 

(1.92) 

1>0 - 1Xr-

f e 
ex 

Cv;, (Icy) die :: 110 t..,12 JIY 1nl 7) (1.93) 

0 

Die Ableitung des fundamentalen Sommerfeld-Integrals (1.90) sei hier 

kurz skizziert. Zunachst benotigen wir eine allgemeine Eigenschaft 

der zweidimensionalen Fouriertransformation einer radialsymmetri

schen Funktion f (-{ x 2 + y2') = f (r). Es sei 

+00 

{CV") :: 4-~t f! /(!;S) e ,. ~ . .!: oI lk 

mit r 
,.. A ;'\ /' = XX + y~ und ~ = ux + vy. Dann gilt 
~ l' 00 _ ,. I'C • ... z 
{{~) == ff 1- (y) e - - tJ ~ . 

- oc> 

Nach Einflihrung ebener Polarkoordinaten 

x = r cos'f I Y = r sin", I u = kCOS Cl( I V = k: sin ()( 

folgt daraus mit d 2 E. = r dr d cP 
Ao 

00 ZTi: • 

f (ts ) = f [I c.k:"'-c...,cC,f-oI.) 
e d,,] /(')-} ~dr =-

o " 
00 

ZTc: J !-('Y"'lo(IC')-) .,..p/-r = 
o 

denn mit der Integraldarstellung (1.71a) gilt 
l7r . 

f 
,le..,. C.., (</- tJ{, 

e q/Cf = 
o 

Z7t-o( 

!e .. k .... C..-.tglt 

-0( 
-= 

(1.94) 

(1.95) 

Die Fouriertransformierte einer radialsymmetrischen Funktion hangt 

damit auch nur vom Betrag des Wellenzahlvektors ab. Damit laBt sich 

auch (1.94) durch J ausdrlicken und es ergibt sich zusammengefaBt 
o 

das Transformationspaar 

<>c..., 

.{ ("..) = L~ f {(k:) ~ (/f:'Y) J.c. of le 

o 

..., 
{. (In :: 

q.o 

,lit f· /(J-) ]0 (If:.".) .,... g/ J-

(1.96) 

o 



- 45 -

.... 
Mit g(~) := f(k)/(2K) geht (1.96) in das symrnetrische Hankeltrans-

formationspaar (1.73) mit v = 0 Uber.-

Die in (1.90) auftretende Funktion exp(-kR)/R ist radialsymrnetrisch 

und erfUll t fUr R > 0 die Dgl. 

d.h. die Dgl. (1.63) mit f(z) = -k 2
• Die Superposition der partiku-

laren Losungen ergibt daher 
-A2R.. 

e = 
R 

A 

mit einer noch zu bestimrnenden Funktion f(K). Spezialisierung auf 

z = 0 und Anwendung von (1.96) liefert mit (1.71a) 

o 

zn-.:::>c:> -/_. = f oft I e .- ..... (.-:- -, ~ Cm t ) 

o " 

A 

.( (le) = 

Z74 

= = ex 

Das letzte Integral ist elementar, kann aber auch elegant nach Ein

fUhrung der neuen Variablen B = e it mit dem Residuensatz durch Inte

gration Uber den Einheitskreis der B-Ebene gewonnen werden. Damit 

ist (1.90) bewiesen. • 
Anmerkungen: 

a) Das Weber-Integral (1.90a) ist ein Spezialfall von (1.90) fUr k = O. 

Man gewinnt es am einfachsten direkt durch Einsetzen der Integral

darstellung (1.71a) in (1.90a). 

b) Das Integral (1.92) laBt sich aus (1.90) ableiten. Wegen J 1 = -Jo 
(s. letzte Gl. von (1.72) fUr n = 0) und der Besselschen Dgl. (1.64) 

fUr v = 0 gilt 

; d~ ["/' l (k Y) J ::: k L (~ y) . (1.97) 

Bezeichnet X(r) das Integral (1.92), so folgt aus (1.97) und (1.90) 

und 

e --kR 
-'- d ... C"" X) = ". R 

damit wegen X (0) = 0 und der AbkUrzung RI = rr 12 

-r --kil' R. I 

X ('Y') ..!... f e 'd I .1. f -AI< I ::: -r ,.. = e oI~ 
T' o f{' 

.,.. 
~ 

I 
_,J2c _,lq.R] 

= [e - e , 
4'2-r 

+ Z2 

== 

• 
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1.5 Partia1we11ensynthese der e1ektromagnetischen Fe1der~Ilir die 

wichtigsten Quellfeldtypen der elektromagnetischen Tiefenforschung 

1.5.1 Vorbemerkung 

Wir betrachten im Abschni tt 1.5 nur die zei t1ich harmoni'schen Felder 

mit dem Zeitfaktor exp(iw t), d.h. die Partialwellensynthese in 

(1.24) wird nur bezliglich des Wellenzah1vektors und nicht bezliglich 

der Frequenz vollzogen. FUr eine Feldgro8e A <'f> t) I'Tird dann A (f> W 

ge.:=chrieben, 
to<> • 

'" '!:E':::: 1 Jf A (!S I "") e IX !E I 

- <>0 
(1. 98) 

und wir verstehen unter A(£,t) - je nach Geschmack - den Realteil 

oder Imaginarteil von A <.!:> w) exp (i w t) . Die Frequenzintegration 

kommt erst im Abschnitt 1.7 ins Spiel, wo transiente Prozesse in 

Form von Ein- oder AU2schaltvorgangen betrachtet werden. 

Wir behandeln im AbEchnitt 1.5.2 das Grundmodel1 der Magnetotellurik 

mit quasihomogenen induzierenden Feldern, im Absch~itt 1.5.3 zwei

dimensionale Quellfelder (z.B. Linenstrome) und im Abschnitt 1.5.4 

die 1nduktion durch elektrische und magnetische Dipole. Erst hier 

kommt der in vorangehenden Abschnitten betrachtete Formalismus der 

TE- und TM-Felder voll zum Tragen. 

1.5.2 Das Grundmodell der Magnetotellurik 

Die Mcgnetotellurik (MT) benutzt als Quellen die Strome in Ionosph~

re und Magnetosphare, deren Magnetfeld induktiv an den Untergrund 

angekoppelt ist. Diefe Quellfelder werden in horizontaler Richtung 

als qua.:=ihomogen vorausgesetzt, d.h. sie sollen sich in Langenbe

reichen, die mit der Eindringtiefe dieser Felder vergleichbar sind, 

nur wenig andern. (Da8 die "Eindringtiefe" auch eine wichtige hori

zontale fkalenlange ist, wird weiter unten (Gl. (1.109) und (1.111)) 

deutlich werden.) In dem hier zu betrachtenden einfachsten Modell 

der MT wird die Leitfahigkeit als nur tiefenabhangig vorausgesetzt. 

1st K die dominierende Wel1enzahl des induzierenden Feldes, so kann 

die Qua sihomogeni tat eh'Ta durch die Bedingung 

(1.99) 

definiert werden. Dabei ist CE = l/BE = l/Bl die komplexe "induktive 
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MaBstab.~langell der TE-Mode und kann fUr ein vorgegebenes.., "'Lei tfahig

keismodell etwa nach (1.38) oder (1.39) berechnet werden. FUr einen 

homogenen Halbraum mit der Eindringtiefe p nach (0.1) gilt z.B. 

Der Bereich der Quasihomogenitat ist in einem kICE(~)1 - bzw. ICE(~)I-

Diagrarnrn durch das geradlinige bzw. konstante Verhalten gekennzeich

net. Hier kann CE(k) durch CE(o) =: C ersetzt werden: 

h , c~ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ I eEl r,-,----. 

~~ 
~i 

In der MT miSt man die Horizontalkomponenten von E und H und in dem 

hierfoetrachteten einfachsten Fall der ~1T lei tet man dann aus orthogo

nalen Komponenten von ~ und !:i die Oberflachenimpedanz Z (w ) := 

ZE (z=o, X. =0, w) ab. Mi t einem beliebigen horizontalen Einhei tsvek

tor e gilt 

O.looa) 

"",... .... 
also fUr ~ = ~ bzw. Y 

O.loob) 

Xquivalent damit ist die Angabe eines scheinbaren Widerstandes 

o (w):-::: -'- I itw> 12 -= 4J~o' C(c.v) I Z 
Ja. wl-'~ (1.101) 

= 

und der Pha~e ~ von Z. FUr einen homogenen Halbraum mit ~ =l/P 

ist Z(CJ) = (iW"uo(() 1/2, so daB in diesem Fall .fa = fist· Die f01-

gende Fig 1.4 zeigt als Beispiel den scheinbaren Widerstand 9a 
a18 Funktion der Periode T fUr ein einfaches Dreischichtmodell, das 

etwa fUr das Norddeutsche Becken reprasentativ ist. Angegeben ist 
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" z"=_T_1m(ZI=Re(CI 

" 2Tt!lo , , , , , , 
" 

" "" , , 
', .... , 

' .... ' .... 

2 

5 

10 

20 

50 

100 

200 

500 I 
km t 

z * ~ 160 
km 

5 _____________ I _________________ L _________ ..-L-_______ _ 

10
' 

102 10 3 10' 5 10 5 

z 
-"'T 

Fig. 1.4: Beispiel fUr eine scheinbare Widerstandskurve der MT. 
Zus?tzlich zu S' - ist die Scwerpunktstiefe i!~ = Re C des induzier
ten stromsystem~ dargestellt. FUr kurze Perioden nahert sich ~~ 
dem spez. Widerstand der ersten Schicht, fUr lange Perioden dem 
spez. Widerstand der letzten Schicht. Die "Dberhohung" zwischen 
T = 1000 s und T = 10000 s stammt von der schlecht leitenden mitt
leren Schicht. Die "Unterhohung" zwischen 10 und loo s hangt mit 
der Definition des scheinbaren Widerstandes zusammen und ist nicht 
mit einer realen Widerstandsabnahme verknUpft. 

der scheinbare Widerstand und die Schwerpunkktstiefe des induzier

ten Stromsystems als Funktion der Periode T. 

In der MT braucht wegen der Verh~ltnisbildung in (1.100) und (1.101) 

die genaue struktur des Quellfeldes nicht bekannt zu sein. Wichtig 

ist lediglich, daB das Quellfeld atls so kleinen wellenzahlen be

steht, daB die Bedingung fUr Quasihomogenitat, Gl. (1.99) erfUllt 

ist. Obgleich man dem Quellfeld mathematisch die Wellenzahl K = 0 

zuordnen kann, ist physikalisch von Bedeutung, daB Quellfelder mit 

hinreichend kleiner positiver Wellenzahl Betrachtet werden, denn die 

in der TE-Mode induzierten horizontalen Strome benotigen zu ihrer 

Erzeugung eine Vertikalkomponente des Magnetfeldes. Unter der Be

dingung klC{ ~~l ist diese im Beobachtungsgebiet (Dimension {Cl) 

klein und erreicht erst auBerhalb desselben Werte, die mit der Hori-
.... 

zontalkomponenten vergleichbar sind. Wahlt man etwa mit ~ = v Y.. 

fUr das TE-Potential der Quelle 
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(1.102 ) 

so ist nach (1.17a) 

...., _Iv( 2-
== fit:> C.n v>, e 

_ (~I C " 

:: - ~~~v'l e ) 
(1.103) 

-e .... e 
so da8 im Bereich lYI = Icl wegen 'vyl <: lvel <'<'1 gil tl H /H I L.~ 1. Aus z Y 
den Gleichungen nach (1.56) ergeben sich noch als als Gesamtkompo-

nenten bei z = 0 .... 

2 Ho C<J) v') } 
2. /V1C~ Ho 

A + /V[ ee 

mi t cE = CE ( lvi, c.u ). Aus (1.103) folgt fUr beliebig gr08es IVI 

o'J Hr (Y,c) = Le ('v" w) Hl (y, 0). 

(1.104) 

FUr quasihomogene Felder als Superposition von beliebigen Partial

wellen hinreichend kleiner Wellenzahl gilt deshalb allgemein mit 

C(w) = cE(o,w) 

(1.105) 

...... e "" 
H'::itte man allgemeiner den p.nsatz CfE(!;.l w )=A(.v) exp(i~.!;. - kZ) ge-

macht, so ergibt sich als Generalisierung von (1.105) mit r = (x, Y, 0) 

0.105a) 

Die Quasihomogenitat soll nun noch von einer anderen Seite betrachtett 

werden. Ausgangspunkt ist (1.27a) mit der Definition (1.33). Es ergibt 

sich etwa 
,.... 

C Cl<: ) If (0 k.,W) 
E (o,!E, w> -::= " ~ /<D E I W Y I -

)C 
0.106 ) 

wobei der Index E bei den Feldkomponenten fortgelassen wurde. Wir 

interessieren uns fUr die Gestalt von (1.106) im Ortsraum. Gebrauch 

gemacht wird dabei vom Faltungstheorem, das in einer Dimension lautet: 

'" Sind f(u) und g(u) die Fouriertransformierten von f(x) und g(x), 

- C>o --
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so ist .. 
400 

4-0 I.' t.c )C [ f (~t) f ()Co - )(' ) ")( , 

[ 
... .. 

f JlI, 3 . I f'''''' 3('") 2 (itA... ::: - , 

z7i. --_00 
(1.107) 

Der Beweis ergibt sich einfach durch Einsetzen unter BerUcksichti

gung der Fourierdefini tion der ~ -Funktion 

(1 .108) 

Durch Anwendung von (1.107) in x- und y-Richtung folgt aus (1.106) 

mit r = (x, y, 0), .E' = (x', y', 0) und r' = /.E" 
~~ --E (:;,w) ::: 

le 
I.'w/Ao ff C°r."'~ w) (1.109) 

- OC> 

Dabei ergibt sich, analog zur Auswertung des Integrals (1.95), 

4- 00 " !::: . ::- I 

C ( ,..~ w} = -If-~-L- ff Cs (k: I W) e oI1~ == 
-.,... 

(1.110) 

,...., 
Der Kern C h~ngt also nur von r' = /.E" ab. 

Gl (1.109) zeigt, mit welchem Gewicht die Werte von H am Ort 
,..., y 

r - .E' in der Umgebung de~ Punktes .E zum Wert von Ex am Punkt r 

beitragen. FUr einen homogenen Halbraum mit der Leitfahigkeit G 

gilt zum Beispiel: 

~o daG mit dem Sommerfeldintegral (1.90) folgt 

( -,;12.,.-' 
eLY' v)::: -- e 

( lTC'r' (1.111) 

1 Die Gewichtsfunktion hat also die horizontale Reichweite p, die der 

vertikalen Eindringtiefe eines homogenen Feldes in einen homogenen 

] 

,..., 
Halbraum entspricht. - 1st allgemeinH Uber die Reichweite dieses 

y 
Kerns konstant, so folgt aus (1.108) - (1.110) wieder die quasiho-

mogene Beziehung 

Aus (1.109) folgt auch noch, daG die quasihomogene Beziehung gUltig 
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,.,. ,.., 
bleibt, wenn die horizontalen Magnetfelder H und H einen (beliebig x y 
groBen) Horizontalgradienten aufweisen, also z.B. 

:. Hr (!:) - dIC firc:) x' - d~ #y (!:} Y~ -11 (".-'*'",) ny - -

da die ungeraden linearen Terme aus Symmetriegrlinden keinen Beitrag 

zu (1.109) liefern. Zu diesern Magnetfeldgradienten gehort nach (1.105a) 

eine konstante rnagnetische Vertikalkornponente H . z 

SchlieBlich sei noch kurz auf die ersten Abweichungen von der quasi

hornogenen Beziehung eingegangen. sie treten aUf, wenn die Taylorent-
,.., 

wicklung von Hx und Hy urn die Terme zweiter Ordnung erganzt wird, 

also z.B. urn 

Der mittlere Term liefert aus SymrnetriegrUnden keinen Beitrag, und 

aus dem ersten und dritten Term folgt rnit der Definition 

(1.112) --
als Erwei terung 

...... Z l -

( 
• Jj [Cc ...... ) Hy(~/W) t- ,/){w) (dl()C~Oyy)l!v{!:lw) J . E ..!:", "") = 'w r!) ( 

)C (1.113) 

,... 
Die Korrektur la~t sich auch durch den H~rizontclgradienten von Hz 
ausdrUcken: Wegen J = 0 ist nach (0.3) ~ H - 0 H = 0, so da8 rnit z Ox y y x 
Cl.l05a) folgt 

[ d ~)( r c/ty ) i!y ::- dy l d)l. if,.: + d'l ii;} = d)' H; / c . 

Damit ergibt sich fUr Ex und Ev zusamuengefa8t 

E)( (r, w) = +- I." w P ~ [C (w) ~ (.!: I w) f (J (w) / C (w») d 'J if; (!: I l,./) ] 

- :: ,'w/-,_ {Cc...,) II~(!:('-) r (PtW)/Ccc."J) d x Hr (r,w) 1 E.; (J:t W ) 

(1.114) 

Speziell fUr den hornogenen Halbraum ist C =l/k, so daB (1.112) rnit 

(1.111) nach EinfUhrung ebener Polarkoordinaten liefert 
lu 00 ~ 

g(41) = 'fIr;: jCv>lfllt/Cf' j{.".'}te-...e ... ~~.' -= Z,kl. 

o 0 

also D(w )/C(w) = 1/(2k2 ) = 1/(2iw ,uoG'"). 
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1.5.3 Zweidimensionale induzierende Felder 

Die streichrichtung sei die x-Richtung, es gel te also Q == o. Wir x 
betrachten hier nur die TE-Mode, schlie8en also etwa Felder aus, 

die durch eine Aneinanderreihung von kleinen elektrischen geerde

ten Dipolen in y-Richtung entlang der x-Achse entstehen konnten. 

Die einzigen nichtverschwindenden Feldkomponenten sind dann nach 

(1.17a) und (1.18a) - Index E fortgelassen -

1. 
'fe d~ A)CI 8y 

:: + d~y = + 

Bt 
- '(}\y 'le = = - ;)'1 All 

I 

E'f. - - 9';1 'le ~ AI( 

Im 2D-Fall lasEen sich also alle Feldkomponenten bereits von~y~E 

ableiten, also von der einzig nicht verschwindenden Komponente des 

'" Vektorpotentials !::.. = Ax ~, mi t dem 1? durch 1? = 'V x 12 zusammenhangt. 

Liegen die Quellen im Gebiet Z6 zl ~ 0, so gilt fUr z~ Zl 

1.-. ~ _ -/VI t + t' try 
-e I f e ,',,'1 I fIe e A ( 'I i ) r ( ~ J"', W) e 01 v = - cv, w) tI", 

)C " W 'Z 2'(1: te ;.TC 0:1 (l.115) 

und das Gesamtpotential ist dann nach (1.54) und (1.55) gegeben durch 

- I "I t 
[ e r 

--

/vl_ BE 

w/TBr: 

/1-'1 i e i. V''f 

-€----J /v/ ~ cv,w)e glv, 
/"'/ r 8e (1.116) 

Hieraus konnen die Feldkomponenten durch 

i .., -iw A~ 
-)( 

0.117) 

gewonnen werden. Der erste Term von (1.116) besteht aus dem Quell

potential und seiner Spiegelung an der Ebene z = o. Bei hohen Fre

quenzen und/oder hohen Leitfahigkeiten wachst BE unbegrenzt (homo-
2 2 gener Halbraum: BE = v + iw j,l 0 (J ), so da8 in diesem Fall allein der 

,... ,.., 
erste Term ubrig bleibt und richtig das Ven:,chwinden von B und E z x 
bei z = 0 beschreibt. Der zweite Term enthalt die Abweichungen vom 

idealen Leiter und damit .die eigentlich interessante Information. 

Wir betrachten als Beispiel fur die Bestimmung von f~(V,w) einen Li-
,.., 

nienstrom I ( w) am Ort y = 0, z = -h, h > o. Die bekannte Form des zu-
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gehorigen Be bei z = 0 muB mit der Integraldarstellung von Be nach y y 
(1.115) und (1.117) verglichen werden: 

--
Daraus folgt + ...... 

-'''Y --1 e oIy 
oly = y ,",.t., 

- .... 

FUr v ~'o (v > 0) kann der Integrationsweg in der oberen (unteren) 

y-Halbebene geschlossen werden, so daB der Pol bei y = ih (y = -ih) 

mit dem Residuensatz liefert 

Z 1"/ 

Damit ergeben sich aus (1.116) und (1.117) als Feldkomponenten in 

-h: z = 0 

11., (Y,l;) {-

- I [+ Y 
e>O _v (J,-tJ 

H (Y,ll = - y +1.[ V/1s.:... vy e J ) t la yl f"{ltfl-J' 7 t /-{h-I/' v ... l3~ Cl--) 
oIv 

o --- {.eo (YZI-c.t,-i}~'Y;. - c"4J.J4~ r ""Q 
- J". C.h- i-) E c.Yti) = J yZ,..C.;'I-i')L 

+If Crn"Y e clv } )C ll( ~ v,. 8,s (I-) 

(l ,118) 

In der Form (1,118)f'ind die Feldkomponenten tatsachlich fUr alle z<o 

gUltig. - Wir wollen uns abschlieBend noch davon Uberzeugen, 
,.., 

E und H aus (1.118) in Gebieten groBer Feldhomogenitat die 
x y ~ 

mogene Beziehung (l.looa) gliltig ist. Am Erdboden lauten E 
x 

a) Hoher Linienstrom (h >? lel, h 7'" IYI ) : 

daB fUr 

quasiho-

und H 
Y 

Durch partielle Integration ergibt sich als erstes Glied der 

asymptotischen Entwicklung 

f
oo - vI-, 
~(v) e ofV' ': -J, 

o 

so daB mit e(w) = l/BE(O, w) gilt ..... 
.... 
E" (Y, 0, c.J > ~ C:::-

I(w) 

also (l.looa) erfUllt ist. 
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b) GroBe horizontale Entfernung vom Linienstrom (Iyl.,.,h, Iyl» ICI) : 

Mit der asymptotischen Entwicklung fUr IYI-) 00 (s. z.B. 

C.J. Tranter, Integral transforms in mathematical physics, 

Methuen 1966, p. 66) 
t>O f (CV) CcJ") v'j tJv 

o 

.f '(") 
= - -- +y1. 

ergibt sich wegen BE(O) = 0 (da BE eine Funktion von ~2) 
iw~" J C Z 

:::_ (A+h/C), 
7t 7' 

,.., _ XC (/f+ h / C ) 
TT. 'I L 

...., 
so daB wiederum (l.looa) erfUllt ist. - FUr H erwarten wir in z 
diesem Grenzfall wegen (1.105) 

,.., c ay "y{"'~) 2.1 Cl 
(A+h/C). Ht CY,D) ..., = 7l y3 

Dies wird auch durch die Anwendung von 
00 

.({~) .f urO} f {CV) /Iv:. I;Y glI; ... - + o-c.y-S) 
'I '1 3 

0 -(Tranter, p. 66) auf Hz(Y' 0) aus (1.118) bestatigt. 

1.5.4 Induktion magnetischer und elektrischer Dipole 

In diesem Abschnitt werden durchgehend Zylinderkoordinaten (r,~, z) 

mit z positiv nach unten und -der Erdoberflache bei z = 0 verwendet 

Es gilt 

x = r cos Cf , Y = r sin 'f 

Die Dipole liegen auf der z-Achse. - Da bei 

Dipolinduktion das Ouellfeld dreidimensional 

ist, muB das Doppelintegral (1.98) ausgewertet 

werden~ Eine wesentliche Vereinfachung ergibt 

sich jedoch, wenn das Ouellfeld rotationssymmetrisch bezUglich der 

z-Achse ist, d.h. A(E) = A(r). In diesem Fall kann nach EinfUhrung 

von ebenen Polarkoordinaten die Winkelintegration durchgefUhrt wer

den und man erhalt das Transformationspaar (1.96), d.h. 

,... 
At.,.) 

(1.119) 
00 

A (~) = 2lL I AC"') }~ (le ... ) r '" Y" • 

() 
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Ent8prechendes gilt auc~ fUr Felder, die sich aus der horizontalen 

Differentiation von rotationssymmetrischen 

o A(r) = A'(r) cos~ = B(r) cosq . Mit B(r) x 
folgt aus (1.119) mit J~(w) = - J l (w): 

.... oa ... 
13 { .... } ::: ...!...- I B (le) J (~~) re. elk; 

~1C 0 ,. 
.. 00 "-

Zl"c) = 2ft I ~(") .l (~..,} ~ oIr. 

Feldern ergeben, z.B. 
,.., ~. ". 

=A'(r), B(I1:) = -ICA(IC) 

(1.119a) 

""" A;Ao (Durch die Umdefinition A~A/(27C), B -")B/(2 7r ) erhi:Ht man wieder 

das symmetrische Hankeltransformationspaar (1.73) fUr v = 0 und 1.) 

a) Vertikaler magnetischer Dipol (VMD) mit Moment m(w) bei r=o, z=-h,h'>, 

Der Dipol wird physikalisch realisiert durch eine (kleine) horizon-
,.., 

tale Spule mit Strom I und Windungsflache A, so daB m = I·A. -

Da E = &~~, als0 E = 0, tritt nur die TE-Mode auf. Mit R2 = r2 + .,. - z 
(z + h)2 ist (s.a. p. 17) 

'V de (""/1<) = 
(I. (3 Cl.) 

I 

1'0 

SO daB mit dem weber-Integral (1.90a) folgt 

)Ao ;;. (w) 

'Ire o 

(~~ ist bis auf eine physikalisch belanglose additive Funktion 

(1.120) 

f (x, y) bestimmt, die durch die Normierung ~ ~ -) 0 fUr [z/ ~ 00 zum 

Verschwinden gebracht wurde.) Aus (1.120) und (1.119) folgt mit 

f~(Z'k' lA!) = f~(k, w) exp(-~z) fUr z> -h 

wodurch die Funktion fe in (1.54) bestimmt ist. Aus (1.54) und 
o 

(1.55) folgt daher fUr -h~ z £ 0 

.-"0 ::::'(I¥) [ e -Ic.li+-~I 
~Jc 

~E(Ic,,.,) - k 

~s (le,..,) r J'( 

-/dJ..,-l) 

e }. (1.121) 

Durch die Verwendung der Betragstriche 1·1 erhal t man auch fUr z <: -h 

ein in Richtung z:-~ diffundierendes Feld, so daB (1.121) tatsach

lich fUr alle z ~ 0 gUl tig ist. G1. (1.119) liefert deshalb abschlie

Bend 

(1.122) 
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Der erste Term ist wieder das Primarfeld, der zweite Term das in

duzierte Sekundarfeld, das fUr eine beliebige Schichtung nur nume

risch ausgewertet werden kann. 

b) Horizontale groGe Stromschleife vom Radius a und Strom I(~ ) 
mit Mittelpunkt bei r = 0, z = -h, h 0 

-wir verwenden die Amperesche Aquivalenz: Es sei r eine vom Strom I 

durchflossene orientierte Stromschleife und S sei eine von r berande

te beliebige Flache, mit der Flachennormalen £(E), die mit dem Rich

tungssinn von r eine Rechtsschraube bilde. Dann ist das Magnetfeld 
,., 

des Stromes I fUr Punkte r f s aqui valent dem Magnetfeld einer auf 

S angebrachten Dipolbelegung mit der Flachendichte (= Dipolmoment/ 

Flache ) ~ (E) = I £(E) • 

Die Aussage dieses Theorems ist anschaulich klar z.B. fUr eine ebene 

Quadratspule, in der sich nach der Zerlegung in Elementarspulen = 

Elementardipole 

000 
~OOO 

000 
die Magnetfelder der internen Strome kompensieren und daher nur 

die Randstrome einen Beitrag liefern. 

Das Potential ~~ einer Kreisspule ist deshalb mit 

~ee(r,w) :: j.I() It",) j:/.c e - klit-J,/ J:'plt"f JZ:,,' loCk ~') 
If Tt 0 0 0 

mit (R,)2 = r2 + (r,)2 - 2rr ' cos (Cf- 'f I). 

Spezialisierung auf r = 0 liefert mit (1.97) 

(1.120) 

~-------------~y 

Anderersei ts muG wegen der Rotationssymmetrie fUr z ') -h auch gel ten 

;;e (~,w) = -'- i£~rc"')e -~l 10 ("C«r) "C d~ ~ 
TIf 2TC J to I 

0' 

woraus durch Spezialisierung auf r = 0 folgt 
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-~t, 
J (JctV e 

A J 

so daB man in Analogie zu (1.22) erhalt 

FUr kleine Spulen ergibt sich wegen Jl(w)~ w/2 (s. (1.69» mit 
,., 2 .... 
m = ~a I wieder (1.122). Das Integral Uber die Primarerregung ist 

nur durch elliptische Integrale ausdrUckbar. 

c) Horizontaler magnetischer Dipol (HMD) in x-Richtung mit Moment m 
bei r = 0, z = -h, h > 0 

Dieser Dipol kann physikalisch realisiert werden durch eine kleine 

vertikale Spule (mit horizontaler Achse). In der Praxis laBt sich 

eine deratige Spule (mit hinreichend groBem Moment!) wesentlich 

schwerer verwirklichen als eine auf dem Erdboden liegende horizon

tale Spule (VMD). De2halb besitzt der HMD als Bodensender keine 

praktische Bedeutung, wird aber neben dem VMD gleichberech tigt in 

der Hubschrauberelektromagnetik verwendet. 

Da H t= 0 und E =t. 0) sind j etzt TE- und TM-potential erforderlich. z z 

O() TE-potential 

Es ist (s.a. p. 17) 

e 11 (~,w) = 
( 

/-tD 

.... e 
Die geschlossene Darstellung von Cf E ist (s. a. P. 18): 

{; of. ( ;41) ;:;; (~) X' /lIlt ft #J,) 
1, ~tw) = 

e 4" ~ ( R f I i .,.It/ ) 

Aus (1.123) folgt in Analogie zu (1.122) 

(1.123) 

-r- . - 'B (k,lAJ) - J.c - ~(J, -i) l IUR+liflt/) - f E e J(IC-r)r1sc}ca:>Cf·;1@~(Z.+-t;) 
o 8.s{I-cIW}HC ". I 

Z 1:.-0 (1.124) 
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B) TM-Potential 

Das TM-Potential laBt sich aus E gewinnen. Nach dem Beispiel von z 
p. 18 ist 

) 

so daB man durch spiegelung mit (1.22) erhalt 

,... 
Mi t Cf

M 
ist in z<o nur ein elektrostatisches Feld verknUpft.9'M ver-

schwindet· im Lei ter z > 0, so daB E hier eine von ~ resul tierende 

x-Komponente besitzt, die im Quellfeld nicht auftaucht, s.a. p. 18. 

d) Horizontaler elektrischer Dipol (HED) in x-Richtung mit Strom

moment d bei r = 0, z 0 

Der HED wird physikalisch realisiert durch Einspeisen des Stromes 

i(w) mittels zweier Elektroden in den Punkten (61, 0, 0) und 

(-e,o,o) 

geordnet 

,.., ,..." "" -
. Diesem Dipol wird das strommoment 3 = d x = 2 ~ I x zu-

Wegen Hz~ 0 und Ez~ 0 werden wiederum ein TE- und TM-Potential be-

notigt. 

O{) TE-Potential 

-e ~e 
YE laBt sich wieder aus Hz 
das in x-Richtung gelegene 

tragt (Biot-Savart) 

- dlw) y 
He ( ~ w) -= 

& -I if" R 3 l' 
(I. f3 tl1 

Daraus folgt 

also 

gewinnen: Diese Komponente wird durch 
,.. - ..... 

Stromelement 3 = 2eI ~ erzeugt und be~ 

.,4.;;-(,-/) >' 
'rIt- CR. + at) (1.126) 
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Damitlautet~inz<o(s.a Gl. (1.122)) 

= 
)l() i tw) { _'Y" __ 

'flC R. t lit 
(1.127) 

. -e 
Das Potential'f E beschreibt fUr z < 0 tatsachlich das Magnetfeld eines 

in z > 0 gelegenen di vergenzfreien Stromsystems, das aus dem horizon

talen LeiterstUck d und zwei vertikalen Linienstromen bei x =E (ab

warts) und x = - ~ (aufwarts) besteht. Die beiden 

Linienstrome sind das Aquivalent fUr das auch bei 

~ = 0 (d.h. ohne Induktion) existierende Gleich

stromsystem, das in Wahrheit natUrlich aus einer 

kontinuierlichen Stromverteilung besteht. Im Grenz

fall w = 0 ist BE(k, 0) = k und (1.127) reduziert 

sich auf den ersten Term. Das Magnetfeld im Luft

x =-6 

-1 

() )(: C 
----~'1-

I 
I """ I r , 
I , , , 
'" t 

halbraum z< 0 hangt im Gleichstromfall beim geschichteten Halbraum 

also nicht von der Leitfahigkeitsverteilung ab. 

Wir wollen uns davon Uberzeugen, daB das Magnetfeld des obigen Strom

systems im Lufthalbraum z <. 0 tatsachlich durch ~~ beschrieben wird 

d.h. mit (1.126) und (1.13a) durch 

..... 
H (!:/w) 

I 

"uo 
\J .l(w) 'I 

~rrp.(R. T Icl) 

Zu Hz tragt nur das horizontale Stromelement bei und~~ liefert nach 

Konstruktion den richtigen Wert. FUr die Horizontalkomponenten er

gibt sich mit Biot-Savart (Sromelement ds am Ort r ) 
- -0 

H (~) ., 

f1{~ ) 

2 2 f" + Y + z ur z < 0 

+ 

-tt·y 

4lC R ( (b-I cl) 

)(-6 

t (><-60)' f"{l f O,,-lI1]3/1. J 4~o + 
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cl 
::: 

-d 
:: of--

,.., 
Bei H wurde ausgenutzt, daB 10g(R + z) = fdz/R eine Losung der 

y 
Lap1aceg1eichung ist. 

B) TM-Potentia1 

Die G1eichungen (1.61) und (1.62) 1iefern fUr das Gesamtpotentia1 in 

z < 0 

= 
so daB 

....... 

dlw) 

d{w) 

ZTt: (JCt") 

-

...... 
le -klil t7J ., ( ) 

'\ .[) {k:, w} ./0 It" t-
CI)( /'1 

o 

- dew} 
er. C:r, W} = 
'" 

j"'- - le HI ~ ("c w) 1 (Ir...,.) dlC Ct/) /~ e 0'"1 I" le" -, ) 
lTC () (to) 0 

(1.128) 

1.5.5. Integra1darste11ungen der e1ektromagnetischen Fe1dkomponenten 

im Luftha1braum fUr die wichtigsten Que11fe1der 

Nach Bestimmung der e1ektromagnetischen Potentia1e im vorigen Abs 

schnitt fo1gt nun noch eine Aufste11ung der daraus resu1tierenden 

Integra1darste11ungen a11er Fe1dkomponenten der wichtigsten Que11-

fe1der fUr Aufpunkte im Luftha1braum z< o. Die Integra1darste11ungen 

werden auf acht Grundintegra1e reduziert, die nach einer Methode, 

die im fo1genden Abschnitt 1.5.6 beschrieben wird, effektiv nume

risch ausgewertet werden konnen. 

Mit den AbkUrzungen 

-~~ 

} e 
) 

All .. z. 
J ('C, ~): = 2. {~/./~} / )2 .. 

h 1. i 
J 
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wobei die Ubertragungsfunktionen BE und BM in (1.55) und (1.60) 

bzw. (1.38) und (1.49a) definiert sind~ lauten die acht Grund-

integrale 
00 

r (~) . - f 7 (IT, '$") 2. ("r:~) die ) 
;f 

() 

oc 

Tl (~) o- f 7{~'~) )0 (le- Y') "r tA "c I 

0 

OC> 

1*.J (~) := f j (ic, 'S') .lc. (le '1") Irzd~ 
"I 

D 

..... 1. (~'Y) .d le , 1;, ("!) := I j (Ir"~) 

" 
..... 

Ts ('$) := j ~(Ic, ~) J" (~.,,) IT p/'f: I 

0 -r;, ('5*) : -= f 1(tc, S'} 1. ("ry) ~ l die, 
0 

OC> 

r, (~) : =:: f d ("r, 'S") ]" (tr v) ~ "" "r:) 
o 

a) Vertikaler magnetischer Dipol (Moment ill bei r=o, z = -h, h~o) 

... t 
..... 

~ ~ 34~ 
H." O.,.t Cfe = J¥I { 3 l+ .,. ::: - r f }' (~, i_) .1.. (l-c...-) "r Z plJc } ::: - { ,j r ~ li-) J) )to .If Tt RS i(.Tl R 

+ ~ + 
.... 1 - ..... t t. ..... '" 1 RI. 

Hi 
f 

dU <fs :: ~ { .3 i-I' - R~ -f 1{~,i-)J~{ic".) k1ol'rJ : ~ { 3 rot - + _ r.. (i-) J . :: -
1''' ifS I.frr I? S" J 

+ 0 r 

b) Horizontaler magnetischer Dipol (Moment rn, r = 0, z -h, h ~ 0) 

-
--- J ,/Iv.:. Cf ) 
R • .,.. ~_ 
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"'31<1 it ] 

R+ (R++li+/) 

= 

= - ,.",)<# ~ {_ ,-,'''' i: t 

¥1C lit {lll/lt'V 

00 

+-::.! ?(Jr, 1_) 1. {le",} P/-c} /1~ 'f 
o 

- ,·w~# ~ l /Jlh 1+ 1:1-
+'z.0.) - 1 ~ (L) ] c~ 'f = R+ (1I,.+li#-l) ft3 lfTC .,. 

t 

- I 1 '" m 3..,.t_l2 t -H.,. :: - i1"'1 Lfs [ • r f?CSC,l.) (~J..{Ie") -le ]~(I(,,))IC doe) Cr/I'f= :: 
feD 4~ RS 

t 0 

- .J-r l R 1. 
Ts (/. > J CV) er 1+1 £ I

J 
ft.) 

, 
- + - r = .,. 

LfTC' /lS" 
+ 

- t - "- 00 

#Cf ::: Olll <re ;,., { I f~f1ur,i.) ~{~"}~ P/'T: 3 /J~ 'f ,.. :;: - -,AD'" 'Ire RJ 
1- 0 

""" i "'" { .i- T;- (. 1.) J /" ... : 'f . -- 1{3 
f 

'fit ,. T 

I l - - 3 it Y 
00 

Hl = ~D iJu Ife 
Jt.7 

{ -J! bc, i.) J... ('<'"J J.c l 41 't J :t CV) 'f = 
Ifrr: ~S" 

t f) 

..... J~I-r 
"'" [ ~ 0.> 1 Cv1Cf = -

Iflt RS 
+-

c) Horizontaler elektrischer Dipol (strommoment d, r 0, z 0) 

--d. 
= 

o 

:: 
1 1 L !?:=,., +1 
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...... 
E ::: iw_iX'7lPE + ~'\;; 1, V(JIi'l"l 

..,. E.,. = --

-
= t.:Wpo d { I T (-l) + T (- t) - .! T. (-1) J CV) 'f - 1 -r , 

If" R. 
A ) 

- "- 2 -
El( = ~w dr CfE + J.. j)'f~ 'fM = r 

_ DO 
00 __ 

i W'pD III { I j ( 7 ( "''-- tHr - R. r:> ? k, -i).ID ~.,) ... 
- :,. f d(Ir, -I) l (~ .. ) d~ } ""...:. 'f :: 

o 

= - [- ~ rT..{-l) 

,.. 00 

I 2 ..... d [l!.! I J 1{~-V (- ~ 74 (~,,) + 1c'7./'t,,» J'1I'''''.cp::. 
Ht' - orl CfE -= -= IITC 1(1 R Ult-It/) 

~D 0 

J. { /if I - t;. (-l-) J.. r (-lJ] /?~lf = - - + .,. 
tjrc R,3 IURf/il) If ) 

"'" 1 ..... 00 

11'( 
I 

()'N Cfe 
cl. 

[ R';tllIJ 
-~f? (~-i) J.. (Ir;) PIle } C"'?Cf ::: -- = = 

,}ID" q,11:' 
() 

,., 
d { I , 

~(-l) J CC? er J ::: -
"fTC RlI~t-Jll) 

.,.. 

J 1 (Ir, -l) Le J" (k,,) tJI 'C } ,/1~ 'f ::: 
o 

Damit die Integrale T7 und TS auch noch fUr z = 0 konvergieren, ist 

es sinnvoll, in d(~,-Z) die Funktion BM(~) durch BM(~) - ~ zu er

setzen. Die abge~nderte Funktion sei j(lrrz). Dann gilt 

T (-l) 
l 

z. J~ Z - R 1. 
= 7j (-I) -I- .i2i R,S" 

" 

0.1293) 

0.129b) 

Damit sind die Feldkomponenten aller drei Dipolquellen auf Bessel

funktionsintegrale (= Hankel transformationen) zl~rUckg2fUhrt Im fol

genden Abschnitt wird eine Methode zur ~chnellen Berechnung die-

ser Integrale beschrieben. 
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1.5.6 Die Schnelle Hankeltransformation 

Die Auswertung der Hankeltransformationsintegrale vom Typ 

0-

9 (.,) = f f (~ ) ]" (le Y') of ~ 1 V > - I ) (1.130) 
o 

wird numerisch aufwendig, wenn r "groB" ist, da dann wegen der os

zillierenden Besselfunktion Jv (~r) (s. p. 38) kleine Integrations

schritte erforderlich werden. Wenn jedoch f(~) eine hinreichend 

glatte Funktion ist, li:iBt sich die Auswertung durch die sogenannte 

"Schnelle Hankeltransformation" um mindestens eine GroBenordnung be

schleunigen. 

Durch die Transformationen 

(1.131a,J::; 

mit der beliebig wi:ihlbaren Bezugsli:inge ro~ 0 und 

P(y):= .f(te) (1.132a,J::; 

sowie 

(1.133) 

geht (1,,130) uber in das Faltungsintegral 

i-

t; (X) = f F{y) H (~-y) ply. (1.134) 

--
Mit dieser Transformation ist noch nichts gewonnen, da der Kern 

H (x) fur x ~ c>c> wegen (s. Gl. (1.68)) 

...r;-r ~Il { )( I - -)C ) 1 H ('/.) :::: ,~e. c"> (e - Z v 7i: - : ) r 0- { e 

mit exponentiell ansteigender Amplitude und exponentiell abfallender 

Wellenlange oszilliert (s. Fig. 1.5). Fur r-)-, d, h X-i>- tri:igt die

ser oszillierende Anteil wesentlich zum Integral bei, insbesondere 

wenn f (le) fur k: ~ 00 (bzw. F (y) fur y ~ - 00) nur langsam abfall t. 

Wenn der Integrand eine langsam veranderliche Funktion von y ist, 

heben sich die Beitri:ige aufeinanderfolgender positiver und negativer 

Halbwellen annahernd auf. Die Idee der Schnellen Hankeltransformati-
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N.y - 0.0 NO = 10.0 h = O.OC 
1 .0 -

0.8 

0.6 

0.4-

0.2 

H 0.0 

-0.2 

-0.4 

-0.6 

-0.8 

-1 .0 
-2 - 1 G 2 3 4 5 

X 
Fig:> 1. 5: Der Faltungskern H(x) fUr '" = 0 und seine tiefpassgefil-terte Version mit ND = 10 stUtzstellen pro Dekade 

on besteht im wesentlichen darin, bei langsam veranderlichem F(y) 

die schnell oszillierende Funntion H(x) durch eine tiefpassgefilter

te Version H(x) zu ersetzen, die von vornherein nur den Nettobei

trag eines Paketes von Halbwellen berUcksichtigt 

Ist 1-

r - ,'S)( 
r;:; (s) e ds 

(1.135) 

die Fourierdarstellung von G(x) (analog fUr Fund H), so liefert 

der Faltungssatz (1.107) angewandt auf (1.134) 

c;; CoS) = F(S) H CS) 

mit 
f- -,'s'}C 

H (5) = f H (1-J e d ~ 

oc::> 

-::: f 1" (I) t -(S ~i. 
o 

V t-" - ,s r ( .z ) 

r (v 1-", .,.."s) 
.z. 

(1.136) 

(1.137) 

Verwendet wurde t := eX sowie das Integral 11.4.16 aus Abramowitz 

& stegun. Wegen f(Z*) = r *(z) gilt fUr reelles s 

(1.138) 
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und deshalb 
16;(5){ = I F(5)/. (1.139) 

Gl. (1.138) besagt, daB in H(x) (s. Fig. 1.5) alle Frequenzen mit 

der gleichen Amplitude vertreten sind (genau wie in der Funktion 

Sex), jedoch mit anderer Phasenlage). Aus (1.139) folgt, daB G(x) 

und F(y) dasselbe Amplitudenspektrum besitzen. 

FUr die numerische Auswertung von (1.134) mogen an aquidistanten Stel

len y = n4, - 00 ~ n ~ + 00 Funktionswerte F : = F (y ) vorgegeben sein. n n n 
Dem entspricht im Originalraum ~ eine stUtzstellenwahl mit 

(1.140) 

stUtzstellen pro Dekade. Die obigen unendlichen Grenzen von n sind 

in der Praxis natUrlich durch endliche Grenzen zu ersetzen. Die Wahl 

der Grenzen wird spater noch genauer diskutiert. 

Aus den StUtzwerten F gewinnt man eine interpolierte Version von 
n 

F(y) durch 
-too 

Fey) ::.? F;. 'P (. 'j -17 A) 
h =-00 

(1.141) 

Dabei hat die Interpolationsfunktion p(y) die Eigenschaft 

{

I 1 

P(hLl)-= 
0, 

(1.142) 

so daB die stUtzwerte reproduziert werden. Am naheliegendsten ist 

die Wahl von 

pey) -= = /'t-., (. Y / tJ) , 

(1 143) 

da dann aufgrund des Abtasttheorems die Interpolation (1.141) F(y) 

exakt reproduziert, falls F(y) bandbegrenzt ist, so daB F(s) ~ 0 

fUr IS/> sN. Dabei ist 

SlY = (( / L1 
(1.144) 

die Nyquist-Wellenzahl, d.h. die Wellenzahl 2~/1 . , die zur kleinmln 
sten durch die Abtastung auflosbaren Wellenlange~. = 2A gehort. mln 
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Zunachst soll jedoch die allgemeine Interpolationsfunktion p(y) bei

behalten werden, da spater noch geeignetere Funktionen betrachtet wer

den sollen. 

Mit (1.141) ergibt sich aus (1.134) die Naherung 
+ ..... + 00 

(;;(1-) = 2- F f p(Y-htJ) Hex-y) d'j = .., 
,.,:' - ...... --
I-""" 

= 2- F., 11 (x - ~ d) J 
(1.145) 

h =--0-

wobei -11>0 

'ii ('f): = I 'Pey) Het - y) ay = 
I -

_ is It f PCS) H cs) e ds. 

(1.146) - c:>o 

Im letzten Schritt wurde wieder der Faltungssatz verwendet. Interes-
,.. 

siert man sich nur fUr die Werte von G an den StUtzstellen m~, so 

1 i e f e rt (1. 14 5 ) +-
"'" 2- F,., t;f>o = Hhot -17 

,., =-00 (1.147) 

"-
,., 

H(h?tJ). 
6;: C; Cn-. ~n J H := = Hot -mit 

Die Form (1.147) wird in der Praxis verwendet. Die Koeffizienten 
,..., 
H , die nur vom StUtzstellenabstand A und der Ordnung v der Bessel

m 
funktion abhangen, brauchen dann nur einmal berechnet zu werden FUr 

eine beliebige Abszisse x wird dann G aus den G etwa durch eine 
m 

Spline-Interpolation gewonnen. 

Die Fouriertransformierte pes) der sinc-Funktion (1.143) ist 

pCS) = [.1} 
o 

so daB in diesem Fall 

= Ll 
2rc 

I SI £ SlY 

I SI > Sf'( 

( 1.148) 

die tiefpassgefilterte Version von d·H(x) ist. FUr v = 0 und ND = 10 

stUtzstellen pro Dekade ist H(x) zusammen mit ~'H(x) in Fig. 1.5 

dargestellt. Wie bei Bandpassen mit rechteckiger DurchlaBfunktion 

Ublich,zeigt H(x) Oszillationen mit der Eckfrequenz, d.h. mit der 

Nyquistwellenzahl sN' (FUr ND = 10 gehort dazu nach (1.140) eine 

Wellenlange von 2A = 0.46.) Dies sei am Beispiel der tiefpassgefil-



terten 6-Funktion gezeigt: 
~-r I f "$1' J o Cl') = - e ~s 

Lrr 
~-
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• 
Die asymptotisehe Entwieklung des Integrals (1.148) ergibt dureh 

partielle Integration als fuhrenden Term 

H ('!.) = ~ J.... £ ii C. SN) e c" SlY x 1 of- 0- ( x ~ z) I I x I ~ OC> 

SlY X 
0.149) 

Die bisherige Wahl von p(y) liefert also einen Filter, dessen Os

zillationen nur mit l/Ix/ abklingen und der deshalb relativ lang 

ist. Bei nur geringer GenauigkeitseinbuSe laSt sieh der Filter 

jedoeh dureh eine andere Wahl der Interpolationsfunktion p(y) be

traehtlieh verkurzen. 

Wahlt man etwa fur p(y) die gedampfte sine-Interpolation 

a. 
~~ Ut'fY) 

/J~t, ( Q.f", Y) 

mit der Fouriertransformierten (s. Fig. 1.6) 

P(y) 

~' . ". 
. :----", 

.... 
..~ __ "0 • 

: ........ ~ ... rt:. ....... . . "or.... . ." ,. 
: I \ • 

: " \ : : I \ • 
. I \ • 

: I \: 

. -z. -1 o A .1 

Y / Li 

Fig. 1.6: p(y) und pes) fur gedampfte sine-Interpolation 

(1.150) 
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P (s) 
(1.151) 

so gilt anste11e von (1.149) 
Cl. s i S,.., ~ 

- .z Q e ,., y. ];-. { U (rH - " tH,.., ) e j J x -) - 00 

, (·S,.,.,.] 
- Q "1V)t - ., )e )C -l> + -+ 2. a e J,., { 11 (J,..," ~ 4 <I,., I 

.... f I-Il~)'d 
H(x) :; 1 (1.152) 

Diese fUhrenden Terme der asymptotischen Entwick1ung gewinnt man etwa 

dadurch, daB in (1.146) der Integrationsweg fUr x> 0 in der oberen 

s-Ha1bebene und fUr x <.0 in der unteren s-Ha1bebene gesch10ssen wird 

und dann mit dem Residuen$atz nur die Beitrage der am nachsten an 

der ree11en s-Achse ge1egenen Pole von p(s) berUcksichtigt werden; 

denn diese Pole 1iefern fUr Ixl~~die am 1angsamsten abfa11enden Ter

me. FUr x <. 0 sind zusatz1ich die Pole von H(s) in der unteren Ha1b

ebene (von der oberen r -Funktion in (1.137)) zu betrachten. 

G1. (1.152) zeigt, daB die Oszi11ationen jetzt fUr IXI~oo exponen

tiel1 gedampft sind, Mit wachsendem a verkUrzt sich der Filter, a1-

lerdings sinkt auch die Genauigkeit. Daraus wird erkennbar, daB ein 

KompromiB zwischen Filterlange und Genauigkeit geschlossen werden 

muB. Wir wol1en im folgenden kurz einen "optimalen" Filter bespre

chen, in dem eine VerkUrzung mit moglichst geringer Genauigkeits

einbuBe verknUpft ist. 

Die erreichbare Genauigkeit, d.h, der Abstand zwischen G(x) und G(x), 

fa11t mit a und wachst mit ND (bzw. sN) und der Glatte der Funktion 

F(y). Die Glatte der Funktion F(y) = f(~)laBt sich etwa durch den 

Winkel ~ quantifizieren, der so definiert ist, daB in der komple-o 
xen Ic-Ebene mit le = /'CI exp(i~)die Funktion f(k:) im Winke1bereich 

lot[ <: a(o holomorph ist. Es gilt o!: 0<' 0 ~ ~. FUr 0( 0 = 0 liegen Singu1ari

taten nahe der positiv-reelen Achse und fist hier sehr "rauh", 

fUr ~ = ~ ist f auf der positiv reelen Achse extrem glatt. 
o 

Typische Werte fUr 01 sind: o 

a) Geoelektrik: bt = n /2 
o 

(z.B. weil die in der Geoelektrik (= TM-Mode mit w = 0) auftre-

tenden Terme exp (-Ic:z) fUr 01-:= 0( = 11: /2 zu di vergierenden Integra-o 
len fUhren), 
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b) Elektromagnetik: ~o = ~/4 

(3 . .E. weil die typischen Wurzelausdrlicke 

~ = n/4 einen Verzweigungspunkt haben)i 

(/t.2 + i w JA. ,,) 1/2 bei 
o 

c) Seismik: ~o = 0 

(z.B weil die WurzelausdrUcke ( t-2 _ w2/c2) 1/2 . '" Verzwelgungs-

punkte auf der reellen Achse haben) . 

Im Falle der Seismik liefert deshalb die hier beschriebene Methode 

keine brauchbaren Ergebnisse. 

Eine genaue Rechnung (Johansen & S~rensen, Geophys. Prosp., ~, 

876-901, 1979) zeigt, daB sich der Abstand zwischen G und G ab

schatzen laBt durch 
,... 

I G: ()() - c; er.) I L /I<, E ( Q I ~o s,.,) . 
0.153) 

Dabei hangt die Konstante K nur von f(~) ab und fUr den Fehlerterm E 

gilt mi t x:= aO( s _ n,7'C/a. 
o N -'1-/0.. c::o.c e 

{ 
e '> (-I)~----} E (Q, 0(0 S,.,) :. }C • + z. x "- h? l Tt 1 _ XL • 
/'-x ,.,,=1 (1.154) 

In (1.154) heben sich die Singularitaten im ersten und zweiten Term 

gerade auf. Aus (1.154) folgen die Grenzfalle 

) 

Daraus ergibt sich etwa fUr a = 0 und ~ =~/2 o 
_ o.'J 3NIJ 

=- Ao 
) 

(1.155a, b) 

(1.156) 

SO daB hier eine zusatzliche stUtzstelle pro Dekade die Genauigkeit 

um fast eine Zehnerpotenz steigern kann. In der Elektromagnetik kann 

eine zusatzliche StUtzstelle pro Dekade die Genauigkeit noch urn eine 

halbe Zehnerpotenz verbessern. 

FUr den Fall ~ = ~/2 wird die durch (1.154) gegebene Abhangigkeit 
o 

des Fehlers E von a und ND = (sN/~) log 10 in Fig. 1.7 dargestellt. 

Hieraus' ist besonders ersichtlich, wie bei vorgegebener StUtzstellen

dichuND die Damfung a den Fehlerterm E beeintrachtigt: Betrachtet 

man z.B. ND = 10, so erhalt man fUr a = 0.1 immer noch denselben 
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- Diese Seit~ i~t frei -



- 72 -

Filterkoeffizienten flir V = 0 

ND = 10 Stlitzstellen pro Dekade 

..., 
n H (n) 

1 -59 2.89878288E-07 51 
2 -58 3.64935144E-07 52 
3 -57 4.59426126E-07 53 
4 -56 5.78383226E-07 54 
5 -55 7.28141338E-07 55 
6 -54 9.16675639E-07 56 
7 -53 1.15402625E-06 57 
8 -52 1. 45283298E-06 58 
9 -51 1.82900834E-06 59 

10 -50 2.30258511E-06 60 
11 -49 2.89878286E-06 61 
12 -48 3.64935148E-06 62 
13 -47 4.59426119E-06 63 
14 -46 5.78383236E-06 64 15 -45 7.28141322E-06 65 
16 -44 9.16675664E-06 66 
17 -43 1.15402621E-05 67 
18 -42 1.45283305E-05 68 
19 -41 1.82900824E-05 69 
20 -40 2.30258527E-05 70 
21 -39 2.89878259E-05 71 
22 -38 3.64935186E-05 72 
23 -37 4.59426051E-05 73 
24 -36 5.78383329E-05 74 
25 -35 7.28141144E-05 75 
26 -34 9.16675882E-05 76 
27 -33 1.15402573E-04 77 
28 -32 1.45283354E-04 78 
29 -31 1.82900694E-04 79 
30 -30 2.30258630E~04 80 
31 -29 2.89877891E-04 81 
32 -28 3.64935362E-04 82 
33 -27 4.59424960E-04 83 
34 -26 5.78383437E-04 84 
35 -25 7.28137738E-04 85 
36 -24 9.16674828E-04 86 
37 -23 1.15401453E-03 87 
38 -22 1.45282561E-03 88 
39 -21 1. 82896826E-03 89 
40 -20 2.30254535E-03 90 
41 -19 2.89863979E-03 91 
42 -18 3.64916703E-03 92 
43 -17 4.59373308E-03 93 
44 -16 5.78303238E-03 94 
45 -15 7.27941497E-03 95 
46 -14 9.16340705E-03 96 
47 -13 1.15325691E-02 97 
48 -12 1.45145832E-02 98 
49 -11 1.82601199E-02 99 
50 -10 2.29701042E-02 100 

-n H (n) 

-9 2.88702619E-02 
-8 3.62691810E-02 
-7 4.54794031E-02 
-6 5.69408192E-02~ 

r 
-5 7.09873072E-02j 
-4 8.80995426E-021 
-3 1.08223889E-Ol t 
-2 1.31250483E-01 
-1 1.55055715E-Ol 

0 1.76371506E-Ol 
1 1.85627738E-Ol 
2 1.69778044E-Ol 
3 1.03405245E-Ol 
4 -3.02583233E-02 
5 -2.27574393E-Ol 
6 -3.62173217E-Ol 
7 -2.05500446E-01 
8 3.37394873E-01 
9 3.17689897E-01 

10 -5.13762160E-01 
11 3.09130264E-01 
12 -1.26757592E-Ol 
13 4.61967890E-02 
14 -1.80968674E-02 
15 8.35426050E-03 
16 -4.47368304E-03 
17 2.61974783E-03 
18 -1.60171357E-03 
19 9.97717882E-04 
20 -6.26275815E-04 
21 3.94338818E-04 
22 -2.48606354E-04 
23 1.56808604E-04 
24 -9.89266288E-05 
25 6.24152398E-05 
26 -3.93805393E-05 
27 2.48472358E-05 
28 -1.56774945E-05 
29 9.89181741E-06 
30 -6.24131160E-06 
31 3.93800058E-06 
32 -2.48471018E-06 
33 1.56774609E-06 
34 -9.89180896E-07 
35 6.24130948E-07 
36 -3.93800005E-'-07 
37 2.48471005E-07 
38 -1.56774605E-07 
39 9.89180888E-08 
40 -6.24130946E-08 

-loo ..., 

-+ 3 c -r,..,) =: L f C.1f~) Ho C.nr-~) 
lOO "'=-0. 

00 

3c.,.) =Jr{~}],,(If:'P")P/~ 
o 
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Filterkoeffizienten flir v = 1 

ND = 10 Stlitzstellen pro Dekade 

-n H(n) 

1 -59 1.84909557E.-13 51 
2 -58 2.85321327E.-13 52 
3 -57 4.64471808E.-13 53 
4 -56 7.16694771E.-13 54 
5 -55 1.16670043E.-12 55 
6 -54 1.80025587E.-12 56 
7 -53 2.93061898E.-12 57 
8 -52 4.52203829E.-12 58 
9 -51 7.36138206E.-12 59 

10 -50 1.13588466E.-11 60 
11 -49 1.84909557E.-11 61 
12 -48 2.85321327E.-11 62 
13 -47 4.64471808E.-11 63 
14 -46 7.16694771E.-11 64 
15 -45 1.16670043E.-10 65 
16 -44 1.80025587E.-10 66 
17 -43 2.93061898E.-10 67 
18 -42 4.52203829E.-10 68 
19 -41 7.36138206E.-10 69 
20 -40 1.13588466E.-09 70 
21 -39 1.84909557E.-09 71 
22 -38 2.85321326E.-09 72 
23 -37 4.64471806E.-09' 73 
24 -36 7.16694765E.-09 74 
25 -35 i.16670042E.-08 75 
26 -34 1.80025583E.-08 76 
27 -33 2.93061889E.-08 77 
28 -32 4.52203807E.-08 78 
29 -31 7.36138149E.-08 79 
30 -30 1.13588452E.-07 80 
31 -29 1.84909521E.-07 81 
32 -28 2.85321237E.-07 82 
33 -27 4.64471580E.-07 83 
34 -26 7.16694198E.-07 84 
35 -25 1.16669899E.-06 85 
36 -24 1.80025226E.-06 86 
37 -23 2.93060990E.-06 87 
38 -22 4.52201549E.-06 88 
39 -21 7.36132477E.-06 89 
40 -20 1.13587027E.-05 90 
41 -19 1.84905942E.-05 91 
42 -18 2.85312247E.-05 92 
43 -17 4.64449000E.-05 93 
44 -16 7.16637480E.-05 94 
45 -15 1.16655653E.-04 95 
46 -14 1.79989440E.-04 96 
47 -13 2.92971106E.-04 97 
48 -12 4.51975783E.-04 98 
49 -11 7.35565435E.-04 99 
50 -10 1.13444615E.-03 100 

n H(n) 

-9 1.84548306E.-03 
-8 2.84414257E.-03 
-7 4.62194743E.-03 
-6 7.10980590E.-03 
-5 1.15236911E.-02 
-4 1.76434485E.-02 
-3 2.84076233E.-02 
-2 4.29770596E.-02 
-1 6.80332569E.-02 

0 9.97845929E.-02 
1 1.51070544E.-01 
2 2.03540581E.-01 
3 2.71235377E.-01 
4 2.76073871E.-01 
5 2.16691977E.-01 
6 -7.83723737E.-02 
7 -3.40675627E.-01 
8 -3.60693673E.-01 
9 5.13024526E.-01 

10 -5.94724729E.-02 
11 -1.95117123E.-01 
12 1.99235600E.-01 
13 -1.38521553E.-01 
14 8.79320859E.-02 
15 -5.50697146E.-02 
16 3.45637848E.-02 
17 -2.17527180E.-02 
18 1.37100~91E-02 

19 -8.64656417E.-03 
20 5.45462758E.-03 
21 -3.44138864E-03 
22 2.17130686E.-03 
23 -1.36998628E.-03 
24 8.64398952E.-04 
25 -5.45397874E.-04 
26 3.44122545E.-04 
27 -2.17126585E.-04 
28 1.36997597E.-04 
29 -8.64396364E-05 
30 5.45397224E-05 
31 -3.44122382E-05 
32 2.17126544E-05 
33 -1.36997587E.-05 
34 8.64396338E-06 
35 -5.45397218E.-06 
36 3.44122380E.-·06 
37 -2.17126543E-06 
38 1.36997587E.-06 
39 -8.64396337E-07 
40 5.45397218E-07 

-1- .... - 1. (~ ... ) obe: 
.., 

f(~,,) H (ht-J,) 3 c..,.> ! {(~) ~ 3 ('Y',.. } =;- :::z: = ... 
,." It:~_ 0 

"' 
'f'"Jo-t 

.., 
AD "0 b.eAi~/"J = - = .~ -r~ >.:> 

/r; ... 
) 
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Filterkoeffizienten flir -0.5 
2. "I/J.r. '. 

V = 1J. (~~ = (Xi) Ctn >< 

N = 10 stlitzstellen pro Dekade l. 

D 

H(n) 
,.., ..., 

n n H(n) n H(n) 

1 -121 1..63740363E-07 56 -66 9.20779729E-05 111 -1.1 5.16081994E-02 
2 -120 1..8371.9709E-07 57 -65 1.03313185E-04 112 -1.0 5.78193646E-02 
3 -119 2.06136904E-07 58 -64 1.15919300E-04 113 -9 6.46507780E-02 
4 -118 2.31289411E-07 59 -63 1.30063594E-04 114 -8 7.22544422E-02 i 

5 -117 2.59510987E-07 60 -62 1.45933752E-04 115 -7 8.03873578E-02 
6 -11.6 2.91176117E-07 61 -61 1.63740363E-04 116 -6 8.92661837E-02 
7 -115 3.26704977E"'07 62 -60 1.83719709E-04 117 -5 9.80670729E-02 
8 -114 3.66569013E-07 63 -59 2.06136904E-04 118 -4 1.07049506E-01 
9 -11.3 4.11297197E-07 64 -58 2.3128941.1E-04 119 -3 1. 13757572E":"01 

~ 10 -1.12 4.61483045E-07 65 -57 2.59510987E-04 120 -2 1.18327217E-01 
11 -111 5.17792493E-07 66 -56 2.91176117E-04 121 -1 1.13965041E-01 
12 -110 5.80972733E-07 67 -55 3.26704976E-04 122 0 1.00497783E-01 
13 -109 6.51862128E.-07 68 -54 3.6656901.3E-04 123 1 6.12958082E-02 
14 -108 7.31401337E-07 69 -53 4.11297197E-04 124 2 -1.61234222E-04 
15 -1.07 8.20645798E-07 70 -52 4.61483045E-04 125 3 -1.11788551E-Ol 
16 -106 9.20779729E-07 71 -51 5.17792493E-04 126 4 -2.27536948E ..... 01 
17 -105 1..0331.3185E-06 72 -50 5.80972733E-04 127 5 -3.39004453E-01 
18 -104 1..15919300E-06 73 -49 6.51862127E-04 128 6 -2.25128800E-Ol 
19 -103 1.30063594E-06 74 -48 7.31401337E-04 129 7 8.98279919E-02 
20 -102 1.45933752E-06 75 -47 8.20645797E-04 130 8 5.12510388E-01 
21 -101 1..63740363E-06 76 -46 9.20779730E-04 131 9 -1.31991937E-Ol 
22 -100 1.83719709E-06 77 -45 1.03313185E-03 132 10 -3.35136479E-Ol 
23 -99 2.06136904E-06 78 -44 1.15919300E-03 133 11 3.64868100E-01 
24 -98 2.31289411E-06 79 -43 1.30063593E-03 134 12 -2.34039961E-Ol 
25 -97 2.59510987E-06 80 -42 1.45933753E-03 135 13 1..32085237E-Ol 
26 -96 2.91176117E-06 81 -41 1.63740362E-03 136 1.4 -7.56739672E-02 
27 -95 3.26704977E-06 82 -40 1.83719710E-03 137 15 4.52296662E-02 
28 -94 3.66569013E-06 83 -39 2.06136901E-03 138 16 -2.78297002E-02 
29 -93 4.11297197E-06 84 -38 2.31289411E-03 139 17 1.73727753E-02 
30 -92 4.61483045E-06 85 -37 2.59510977E-03 140 18 -1.09136894E-02 
31 -91 5.17792493E-06 86 -36 2.91176115E-03 141 19 6.87397283E-03 

/ 32 -90 5.80972733E-06 87 -35 3.26704948E-03 142 20 -4.33413470E-03 
33 -89 6.51862128E-06 88 -34 3.66569003E-03 143 21 2.73388730E-03 
34 -88 7.31401337E-06 89 -33 4. 112971.14E-03 144 22 -1.72477355E-03 
35 -87 8.20645798E-06 90 -32 4.61483003E-03 145 23 1. 08821012E-03 
36 -86 9.20779729E-06 91 -31 5.17792252E-03 146 24 -6.86602007E-04 

( 37 -85 1.03313185E-05 92 -30 5.80972566E-03 147 25 4.33213523E-04 
38 -84 1.15919300E-05 93 -29 6.51861.416E-03 148 26 -2.73338487E-04

1 

39 -83 1.30063594E-05 94 -28 7.31400728E-03 149 27 1. 72464733E-04' 
40 -82 1.45933752E-05 95 -27 8.20643673E-03 150 28 -1.08817842E-04 
41 -81 1.63740363E-05 96 -26 9.20777603E-03 151 29 6.86594042E-05 
42 -80 1.83719709E-05 97 -25 1.03312545E-02 152 30 -4.33211523E-05 
43 -79 2.06136904E-05 98 -24 1.15918577E-02 153 31 2.73337984E-05 
44 -78 2.31289411E-05 99 -23 1.30061650E-02 154 32 -1.72464607E-05 
45 -77 2.59510987E-05 ,100 -22 1.45931339E-02 155 33 1.08817810E-05 
46 -76 2.91176117E-05 101 -21 1.63734419E-Q2 156 34 -6. 86593962E-06 i 
47 -75 3.26704977E-05 102 -20 1.83711757E-02 157 35 4. 33211503E-06; 
48 -74 3.66569013E-05 103 -19 2.061.18614E-02 158 36 -2.73337979E-06 
49 -73 4.11297197E-05 104 -:-18 2.31.263461E-02 159 37 1.72464(506E-06' 
50 -72 4.61483045E-05 105 -17 2.59454421E-02 160 38 -1..08817810E-06 
51 -71 5.17792493E-05 106 -16 2.91092045E-02 161 39 6.86593961E-07. 
52 -70 5.80972733E-05 107 -15 3.26529302E-02 162 40 -4.3321.1503E-07. 
53 -69 6.51862128E-05 108 -14 3.66298115E"-02 163 41 2.73337979E-07l 
54 -68 7.31.401337E-05 109 -13 4.10749753E-02 164 42 -1.72464606E-07' 
55 -67 8.20645798E-05 110 -12 4.60613861E-021 .. 

oc ~ +~ . - 1-
f(l(:) c~ k.-r (){J.t. (~) 

7C :2 L f (k", ) tJC#1' H_J. (""-17}) rht'f;:- ": "0 '10-:;;-(.,., = ~ '::: -J l. ..... 
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Filterkoeffizienten 

flir V = o. 5, ND = 10 

Stlitzstellen pro Dekade 
,... 

n H (n) 

1 -39 2.59526236E-07 
2 -38 3.66544843E-07 
3 -37 5.17830795E-07 
4 -36 7.31340622E-07 
5 -35 1. 03322805E-06 
6 -34 1.45918500E-06 
7 -33 2.06161065E-06 
8 -32 2.91137793E-06 
9 -31 4.11357863E-06 

10 -30 5.80876420E-06 
11 -29 8.20798075E-06 
12 -28 1.15895083E-05 
13 -27 1.63778560E-05 
14 -26 2.31228459E-05 
15 -25 3.26800649E-05 
16 -24 4.61329334E-05 
17 -23 6.52101085E-05 
18 -22 9.20390575E-05 
19 -21 1.30122935E-04 
20 -20 1. 83620431E-04 
21 -19 2.59656626E-04 
22 -18 3.66311982E-04 
23 -17 5.18141184E-04 
24 -16 7.30717340E-04 
25 -15 1. 03392184E-03 
26 -14 1. 45742714E-03 
27 -13 2.06292302E-03 
28 -12 2.90599911E-03 
29 -11 4.11471902E-03 
30 -10 5.79042763E-03 
31 -9 8.20004722E-03 
32 -8 1.15192930E-02 
33 -7 1.63039133E-02 
34 -6 2.28257757E-02 
35 -5 3.22249222E-02 
36 -4 4.47864328E-02 
37 -3 6.27329625E-02 
38 -2 8.57059100E-02 
39 -1 1. 17418314E-01 
40 0 1. 53632655E-01 

00 

::: f ft~J 
o 

~ 
-I Ao 

.40 ~ 

2. ~ . 
1 (r.) = (-) ~-. x 
-flz 1t,x 

-n H (n) 

41 1 1.97717964E-01 
42 2 2.28849849E-01 
43 3 2.40311038E-01 
44 4 1. 65409220E-01 
45 5 2.84701476E-03 
46 6 -2.88016057E-01 
47 7 -3.69097406E-01 
48 8 -2.50107514E-02 
49 9 5.71811256E-01 
50 10 -3.92261572E-01 
51 11 7.63280044E-02 
52 12 5.16233994E-02_ 
53 13 -6.48012082E-02 
54 14 4.89047141E-02 
55 15 -3.26936331E-02 
56 16 2.10539842E-02 
57 17 -1. 33862549E-02 
58 18 8.47124695E-03 
59 19 -5.35123972E-03 
60 20 3.37796651E-03 
61 21 -2.13174466E-03 
62 22 1.34513833E-03 
63 23 -8.48749612E-04 
64 24 5.35531006E-04 
65 25 -3.37898780E-04 
66 26 2.13200109E-04 
67 27 -1. 34520273E-04 
68 28 8.48765787E-05 
69 29 -5.35535069E-05 
70 30 3.37899801E-05 
71 31 -2.13200365E-05 
72 32 1.34520337E-05 
73 33 -8.48765949E-06 
74 34 5.35535110E-06 
75 35 -3. 37899811E-06~ 
76 36 2.13200368E-06! 
77 37 -1.34520338E-06 
78 38 8.48765951E-07 
79 39 --5.35535110E-07 
80 40 3.37899811E-07 
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Fehler wie fUr den ungedampften Fall (a = 0); dagegen ist der noch 

kUrzere Filter a = 0.2 bereits mit einer GenauigkeitseinbuBe von 

mehr als zwei Zehnerpotenzen verbunden. Aus Fig. 1.7 ist auch zu 

erkennen, daB bei vorgegebenem a der Fehler E fUr groBe StUtzstel-

lendichte ND gegen die 

durch (1.155b) gegebene 

Asymptote 2 e-~/a strebt, 

da der durch die Dampfung 

a verursachte Fehler nicht 

mehr durch Erhohung von 

ND korrigiert werden kann. 

AIIgemein wird man a so 

groB wahlen, daB die Genau

igkeit des verkUrzten Fil

ters nur wenig schlechter 

ist als die des ungedampf

ten Filters. Der "Arbeits

punkt" auf den Linien a = 

const. in Fig. 1.7 wird also 

im Knie vor dem Einbiegen 

in die Asymptote liegen. 

Durch Kreuze gekennzeich

net sind in Fig. 1.7 die 

im Knie gelegenen Punkte 

X := ace s = 7L, o 0 N 
(1.157) 

die den optimalen Filter 

definieren sollen. Am Punkt 

Or-~--r-~--~~--~-.--'--'r-~ 
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Fig. 1.7: Zusammenhang zwischen Fehler 
E und StUtzstellendichte ND als Funktion 
der Dampfung a 

x = x liegen die ersten (sich gegenseitig kompensierenden) Pole der o 
beiden rechten Terme von (1.154). 

Die Filterkoeffizienten auf S. 72/75 sind fUr ~ 
o 

den. Sie konnen aber auch in der Elektromagnetik 

= 7(/2 berechnet wor

( ~ = "It/4) verwendet 
o 

werden (liefern hier sogar etwas genauere Ergebnisse als die optimalen), 

sind dann aber nicht optimal kurz, da nach (1.157) ein doppelt so gro-
,., 

Ber Wert von a gewahlt werden kann. - Die Tabellen der H lassen auch 
n 

erkennen, daB die Lange des Filters mit fallender Ordnung v anwachst, 

und zwar verlangern sich die Schwanze fUr x~-~.Aus (1.152), (1.133) 

und (1.66) folgt 

H (y.) = 
4 _(V"')I~I 

--::---- e 
.2." r(Vtl) 

_ t.l/~1) +o-(e'- .. 
J 
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Mi t der Optimierung (1. 157) wird der Schwanz fUr x -> - 00 fUr 

v ~ (~/~ ) - 1 unabhangig von v und durch den zweiten Term von 
o 

(1.133) bzw. (1.158) bestimmt. 

Die unendlichen Summationsgrenzen in (1.147) werden in der Praxis 

natUrlich durch endliche Grenzen n
1 

und n 2 ersetzt: 
f~ ,... f ..... ~ l'Il. .... .... 

fr;,., = 2- F H ::: 2- ~-.. I( =9 c::.. ::. 2- F H", 0 It ,..-.., #"e -., 
h:-oo h:-.... ~ :~., 

Wird r in dem bereich r . ~ r ~ r mln max 
berechnet, so wird die Funk-

tion f(k) dabei nach (1.131b) im Wertebereich zwischen 

1 
:--

h.oll'l.o 
10 und 

'1 hdNf) 

= --1D "',..,., 

""" benotigt. Beispiel: FUr J und J
1 

ist H auf S. 72/73 mit N = 10 o n D 
zwischen n

1 
= -59 und n 2 = +40 angegeben. Dementsprechend variiert 

-1 -6 -1 +4 hier k: zwischen (r ) 010 und (r . ) .10 i auBerhalb dieser 
.... m~t mln 

Grenzen ist I Hn l ~ 10 und nimmt exponentiell ab. (Die Grenze n 1 
von J 1 ist der Grenze von J o angeglichen worden, da in vielen An

wendungen gleichzeitig J
1 

und J o verwendet werden und die dadurch 

erreichte (geringe) Genauigkeitssteigerung fast ohne Mehraufwand 

erreicht wird. FUr J
1 

allein reicht n
1 

= -30 aus.) 

Selbst wenn f(Jc) fUr Jc~O und k-)oo nicht abklingt, sondern gegen 

Konstanten C und C 
- + 

strebt, ist der durch endliche Grenzen 

bedingte Fehler nach (1.152) und (1.158) kleiner als 

1 {ICI H_ le .. / H.. J 
""""" 1- e -("fl)A. +.., - e - Q 1' .... c1 

.... 
Dabei wird angenommen, daB [Rn' ~ H 

n ~ n 2 . 

f O' d l Hn1_ ' H+ fUr ur n~ n 1 un -

Die auf S. 72/75 angegebenen Grenzen n
1 

und n 2 sind weitgehend 

willkUrlich. Es wurde lediglich darauf geachtet, daB lBn l ~ 10-
6 

gilt auBerhalb dieser Grenzen. FUr viele Anwendungen konnen we-

sentlich kUrzere Filter verwendet werden. 

Dieser Abschnitt Uber die Sc~elle Hankeltransformation basiert 

im wesentlichen auf 

Johansen, H.K. & Sorensen, K.: The fast Hankel transform. Geophys. 
Prosp., ~, 876-901, 1979. 

Die Konstruktion extrem kurzer Filter wird beschrieben von 

Guptasarma, D.: Optimization of short digital linear filters 
for increased accuracy. Geophys. Prosp., lQ, 501-514, 1982. 

Nissen, J. & Enmark, T.: An optimized digital filter for the FOl]
rier transform. Geophys. Prosp., l!, 897-903, 1986. 
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1.5.7 Explizite Formeln fUr Quelle und Aufpunkt an der 

Oberflache eines homogenen Halbraums 

FUr Quelle und Aufpunkt an der Oberflache eines homogenen Halb

raums der Leitfahigkeit ~ lassen sich die in Abschnitt 1.5.5 ge

gebenen Integraldarstellungen in geschlossener Form angeben. Als 

spezielle Funktionen tauchen nur Besselfunktionen mit dem Argument 

x.e
i7t

/ 4
, x>O (= Kelvinfunktionen, s.S. 41) auf. 

Die Ableitung dieser Darstellung sei hier am Beispiel des verti

kalen magnetischen Dipols skizziert. Mi t BE = 0( = (It? + k 2 ) 1/2, 

k 2 = i", J.L G'", h = 0 und z = Olautet das TE-Potential (s. S. 61) o 
00 

erE ("';D) = Po;;' { 
., J IX - le 1" (~y) 011-( 1. --

4lt .,. ()( of ~ 
0 

Mit C>o 

" f .J.. (lc.,) dl<C - :: 
'Y 

0 

und 
_ cv ~ 

fe (i) == rE (,,) e 

folgt daraus fUr z > 0 

Dies Integral solI nun auf die beiden Grundintegrale (1.90) und 

(1.91), d.h. 

C>o 

A,,' - f R 
o 

OQ 

=1 
o 

mit R2 = r2 + Z2 zurUckgefUhrt werden. Mit der Identitat 

-1 A 
L6l1e ( O(l_"kl) ] = kCoI.-lc) '" -

Att ~l 

.,P.~ Z t t 

er (....-;C) = [dU A" + ~&! C ()tt-~ ) AI. J. 
E ~lf;lz1. 

folgt 

~amit laBt sich ~E und die daraus abgeleiteten Feldkomponenten 

E~, Hr und Hz im Halbraum z >Odurch mehrfache Differentiationen 

von A1 und A2 ausdrUcken. Die resultierenden Formeln sind recht 

lang, vereinfachen sich aber erheblich im Grenzfall z = 0, da 

dann die Besselfunktionen beide das Argument kr/2 haben und die 
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Wronskische Determinante 

ausgenutzt werden kann. Aus E~ und Hz fallen dann die Besselfunk

tionen heraus.- Die Reduktionen fUr den horizontalen magnetischen 

und elektrischen Dipol verlaufen entsprechend. 

Die Tabelle 1.2 auf S. 80 gibt eine vollstandige Ubersicht. Dar

gestellt sind jeweils sowohl die allgemeine Form als auch die 

Grenzfalle fUr groBe und kleine Betrage des "Induktionsparameters" 

u = .JiW!l~i r o . 

Auf S. 81/83 werden alle Komponenten der drei Dipole nach Ampli

tude und Phase dargestellt (nach E. Mundry). Die unabhangige Vari

able ist r /p = ,ul/ 2 mi t der Eindringtiefe p = (2/ CJ !loG'") 1/2. Die 

dargestellten dimensionslosen FeldgroBen e~, hr' h z etc. sind wie 

folgt definiert: 

VMD: 

-..... 
Elf 

-c'wp, ,.., 
= elf q",., L 

...., 
1-1., "' h-r := 

~rrr3 
.., --
Ill: 

,.., 
hi: = - If",.,. 3 

Diskussion 

VMD: 

HMD: 

-Hy - . c.V) 'f .1,.,-= ZTl'rJ 
..., -He, "'" . ",,, •. ;q' hCf = 'I-trrJ 
.., ;;; 

. c"",( . ht He ----- 'frrr 3 

HED: 

-... d. t=..,. .. . erAtf· e., 
7irrl --CC( == d 

• /1--" Cf • elf 
2Ttrr3 

.., 
,1 _ d . I 
n.,.. - - -- . /11--. 'f'~ 

~lr',.l .,. 

.., 
LI d . I 
ni = -- '/I"-U' ~ 

~Tl rl. -, i-

Die Frquenzabhangigkeit der Feldkomponenten laBt sich qualitativ 

verstehen, wenn man sich vorstellt, daB der magnetische Effekt der 

im Halbraum verteilt flieBenden Strome durch einen Spiegeldipol 

approximiert werden kann. (Die Rechtfertigung fUr diese Vorstel

lung wird im Abschnitt 1.6.2 gegeben. Dort wird auch gezeigt, daB 

zur Approximation der Phasenlage der Dipol in eine "komplexe Tiefe" 

zu setzen ist.) Bei niedrigen Frequenzen liegt der Spiegeldipol in 

groBen Tiefen und wandert mit Erhohung der Frequenz nach oben. 

Wir konnen dann drei Falle unterscheiden: 
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CO 
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~ 
t 
::t: 
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lU 
::t: 

allgemein Ikr/ = I u I <:< 1 Ikrl = I ul,>1 
,.., ;;; 

{ (.(.1. (lA kIt - ID ko ) ~ q.1.4 (I"k." -101<,,) f AfII lA loc:c J ~ -le!. J~ 
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...... 
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~ //1"';''' 
n, ..... 

.1.1<.,. J "fortr' ZTr 'f" J 

_ ~ {,,1 (I .. Jc1 - IDko) + '(-lA. (1 .. ko -Iok .. ) t". k;. I., ] ~ .-fez. Jh; tit I'C/1") 'f - -/frc.,. J A.IC~ 17rh .,.If 

e.,.ll'~ 'f 
,,1. ;;. I", k", 

;;:. .kz. J;;,k -J. Tt IT"'" 11- f'nr.".l. ITrr~J 

- "I. ~ . [ i.(. (I .. k'o -Io/.t,.) + , 1",1<" 1 ;;;; hI. ;::.,Ie Elf /e", 'f -- - --
q.Ttrr'i- i'lt rr L 7l'rrJ 

(j - ;; 
ii,.1/1";"Cf • [ c.c. (. I .. ko - ID k..) + "I", tc. J d ... - - ---

#On .,-1- 41C" ,.' Tt"hrJ - - -Hf / C(1) <f d. 
I~ "'1 et cl 

lte:yl ~yl. ~Tr.k.,.l 

~ 
.... .... 

-"c. at 3d 
Hlll'~'f l3- C3 + J l.o.+£c.')e 1 

J.1l: 'Y' t. lA. L. 1'.f7C.".t Z71hl.-r'l 

[( _£c. - -E.,. / Ctnf {-1 .,. (/1+ 4 ) e J d cl.. 
Z1r<r.,.J I'l'"rr3 lrr: r.,- 3 

3: [2 - (At-4.)e-" J ~ -
Elf I /I~'f d 

l.1e1S'"""" 3 2.rrrrJ 1[0-.,-3 

Tabelle 1.3: Das Feld magnetischer und elektrischer oszillierender Dipole mit 
und Aufpunkt auf der Grenze zum homogenen Halbraum mit der LeitfahigkeitG 
VMD = vertikaler magnetischer Dipol 
HMD = horizontaler magnetischer Dipol 
HED = horizontaler elektrischer Dipol 
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a) r /p < 3: Der Spiegeldipol liegt so tief, 

daB das sekundare Feld vorwiegend verti

kal polarisiert ist und fur einen Beo

bachter P an der Erdoberflache in Rich

tung des Primarfeldes zeigt, so daB IH I z 
ansteigt. Bei P verschwindet stets die 

Radialkomponente des Primarfeldes, die 

beobachtete kleine Radialkomponente 

starnrnt vom Spiegeldipol. 

b) r /p z 3: Das sekundare Magnetfeld ist 

vorwiegend horizontal polarisiert, 
,." 

IH I erreicht sein Maximum. 
r 

c) r /p > 3: DerSpiegeldipol liegt nahe der 

Erdoberflache, so daB sich primares 
,.... .-

und sekundares E~ und Hz fast aufhe-

ben; das sekundare Magnetfeld ist 

vorwiegend vertikal polarisiert. 

HMD: 

Wiederum laBt sich das Frequenzverhalten 

der Feldkomponenten durch einen nach oben 

wandernden Spiegeldipol erklaren. Der 

Spiegeldipol ist ein horizontaler magne

tischer Dipol parallel zum Quelldipol. 

H hat nur einen sekundaren Anteil. Die 
z 

horizontalen Magnetfeldkomponenten verdop-

pe In sich fur hohe Frequenzen, wenn der 

Spiegeldipol mit dem Quelldipol zusarnrnen-

fallt. Das Spiegeldipol-Modell ist fur nie-

drige Frequenzen nur bedingt anwendbar, da 

~
p-, ".. 

\ .... ~~D 

... / 

" / 
\ / 

\ ( 
\ \ I __ ... 

"..---- --. ,{ -- \ r .. i1'J>o'" \ i ~_ J 
'- .... ,\ --_ .... 

---."-- --,. I \ 
\ 

/ , 
.... " " , 

,,/ ' ..... -
_-~!; __ l:o -, " , 

, I' 

".---, \/ .... ,.-.~\ 
'" W -tJ , <~ I ',_ .... " 1\ '- ___ ' 

t 
.!, 

\ 
\ 

I \ " .... .... -

\ \ I 
\ \ I I 
\ \ I I 
\\ / / 
,~", 

I 

f .,... 
I 

I 

tatsachlich tatsachlich die hier zu erwartende Erniedrigung der 

magnetischen Horizontalkomponenten nicht auftritt. - Aus Tabelle 

1.2 ist ersichtlich, daB H (HMD) dasselbe Verhalten wie H (VMD) z r 
zeigt. 

HED: 

Nach S. 59 ist im Gleichstromfall W = 0 

das an der Erdoberflache beobachtete Mag

netfeld aquivalent dem Magnetfeld des ne

benstehenden Stromsystems. Das horizontale 

- - .... _+-_ .. - - ~:O 

w=o 
,.., 

Leiterstuck erzeugt Hz ' die magnetischen 



- 85 -

Horizonzontalkomponenten zei z = 0 werden 

von den vertikalen Stromen erzeugt. Im Fall 

W > 0 kann man sich dan~as Magnetfeld qua

litativ dadurch entstanden denken, daB der 

Stromkreis in endlicher Tiefe durch einen 

horizontalen Leiter geschlossen wird. Dies 

horizontale LeiterstUck wandert mit wach-

sender Frequenz nach oben und fallt im Grenz-

I 
__ ... - .. - -l""o· 

===<=-= 

fall w~~mit dem elektrischen Quelldipol zusammen. Dann verschwindet 

das Magnetfeld und es existiert nur noch ein elektrisches Feld. 

1.6 Das Fernfeld der drei Dpole 

1.6. J Asymptotische Entwicklung 

FUr einen beliebigen geschichteten Untergrund konnen die Feldkompo

nenten der drei Dipole nur in Integralform angegeben werden (s. Ab

schnitt 1.5.5) .FUr das Fernfeld, in dem der Abstand Sender-Empfanger 

merklich groBer als die Eindringtiefe sein solI, erlauben diese In

tegrale jedoch einfache Approximationen. Die fUhrenden Terme sollen 

nun fUr Aufpunkt und Quellpunkt bei z = 0 hergeleitet werden. 

Das Verhalten der Besselfunktionsintegrale T1 - T8 (s.S. 61) fUr 

r ~ QC) wird durch das Verhal ten der Integranden fur ~ -? 0 bestimmt 

(s. Kasten S. 86/87). Die Funktion e -~ ~ kann dabei als "konvergenz

erzeugender Faktor" unmittelbar die Rolle von e-t!:1c spielen (s. Kasten). 

Es ist 

'8£ ("c) -le 

Bs ("c 1 + If: 

B,.. ("Cl 

.-hz. .. 

= 1-

= 

+ 

23M (0) .-1 -.le./' ~£ (t» 

~ 
=0 

(1.159) 

(1.160) 

Dabei wurde benutzt, daB BE(O) = BM(O) = 0, da BE und BM nur Funk

tionen von K2 sind und daB nach (1.52) gilt 

Diese Ableitung setzt voraus, daB die Leitfahigkeit nirgends in 

z > 0 verschwindet. Die notwendige Modifikation bei verschwindender 

Leitfahigkeit wird am Ende dieses Abschnitts kurz angesprochen. 

Weiter auf S. 87! 
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Asymptotisches Verhalten von speziellen Besselfunktionsintegralen 

fUr groBes Argument 

Gesucht ist das Verhalten der Besselfunktionsintegrale 
(>Cl 

F (r) 

" 
= f ECk) ]" (icY) pile, v = () ,A 

o 

fUr r ~oo. Dies Verhalten wird im wesentlichen bestirnrnt durch 

das Verhal ten von f (le) fUr le ~ O. Urn diesen Punkt sei f (le) in ei

ne Taylorreihe entwickelbar: 

" J.c. 

Da die Integrale Uber ~nJ~ (~r) nicht konvergieren, wird ein kon
-Elt: vergenzerzeugender Faktor e eingeflihrt: 

F (r) = 
V 

Nun ist 

00 

jlc#J e- SJc ZCScr) a"c. 
o 

Diese Integrale lassen sich aus dem Weber-Integral (1.90a) ablei

ten: 
00 J le I? e - ~Ie J., (~.,..) d"C = 

o -fie'" e - et.: 1, (tc..-) die = 
.:> 

00 

f :L (Jc"') die 
o 
Wegen 

(rtf-et) 
-"/l 

= 

-,v, 
-r(,.,l"'cL) l= 

ist 
aA'J 
Den 

a.12 

OC> 
I :!. z:: ,... .12! 

A=o 

...... 
.1. 2... .1. 
-rL .Ie~:J 

-feE 

(-rl+ cl) -"'Ill 

-r 
-Jll I 

(~l+ ct) 

:-

6=0 

= 
d€~ € =0 

-"'11) (!) <In, (h. ,.. , 

i 
0) ,12 = Zkt f"'1 

(-"'/1) ~ 
10, T2"'~' J 

,le = 1.#97 

{ o J tfe:. Z-f"f 

(-~z ) (l"''' 
~I "le = Z,.,., 
T 
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Mit 
"1 -

ergibt sich abschlieBend 

c.o 
(-:,1. ) 

/£2"")(0) If") f "t~) f t".) f (6
) 

FC<r) L :! to .1 
(0) (~) 

:; = S 
() .,. z,..,,., 2 ."..3 4' .,.. '" 

-::0 
,.,. ,.,.$" A6 ."..~ 

f 
(z,.",) 

- "Il to) 

C ~) .,.2"""fz. 
f(o) f I to} 

...,z. 

"' f (~) 3 
+----

..,.y. tf 

f (S") 
': 

Beispiele: ,1. '1) 

]o(t~T")P(J.c; Io(i Q ".) ko(jtl,,) 00 " a) f 1~/i- -;::=:::; o -v ' 
.:> , 1'C"2+a l 

Einerseits ist f(O) = 1/a, f"(O) = -1/a3 , so daB 

1 

Av 

Andererseits gilt (s. Abramowitz & Stegun, Formeln 9.7.1 und 9.7.2) 

.10 (w) 
e W " 9 ()- ( ::J)} ==- {1+ - + + 

} LDO,,) ka(w) " 2"", {1t ,:. H)·{t.)]. l'l1t w 
,;>w 1lfwl 

-w { '1 9 + 0- ( ;;,)] 
k() (w) = 1. Tl"""'1 e 1 - ;'IV 

.,.. 
~W' 

AllwZ 

was auf dasselbe Ergebnis ftihrt. 
0<> - ~ ..... 

e. :: f k. 7o(~'r") 0I'c = 
o -YSot'l~at' "f.~.) 

b) F ( .. ) 
t) 

Hier ist f (2m) (0) = 0, m = 0, 1, ... , so daB keine Entwicklung nach 

Potenzen von 1/r existiert, was bei dem exponentiellen Abfall zu 

erwarten war. 

Die ftihrenden Terme der Integrale T1 - T8 lauten damit: 

.., z. 
0- (.;S-) I ~ 

2-
(j( ;4) T., = + :: + ..,. '8 2

(0) .,.3 ~E to)" 3 
e 

"" /11 +0-(;-,) r .., .z. 
+ 0-(;,,), T "::: - + = - -

3 .,.3 81 (0) .,. $" 't .,.. 
tJ€(~) yl e 

Ts 
I , 

+ ()"C;") T" = 
, 

"1 
-= B1. to)..,. I(-

+ o-(;t,) , 
7'2 'B to) r"" 

t! t: 

Tr 2- 0- ( .:1. ) 7i= l. 
0- ( :." ) . :: - r + 

~~(),..J ~S" ) 8; (~)..,1. 
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Mit den Beziehungen aus Abschnitt 1.5.5 ergibt sich darnit fUr das 

Fernfeld aller Kornponenten der drei Dipole das in Tabelle 1.4 wie

dergegebene Verhalten. Das Fernfeld fUr den hornogenen Halbraurn von 

Tabelle 1.3 (S. 80) erweist sich dabei als Spezialfall fUr B = k. 

AbkUrzung: B := BE(O) 

VMD: .... ,.., 31>-> 

H = 
". 2li: B,,-¥ 

+ o-(4"-~) 

H! -9~ 
= 

L 7! 2j Z ,.,..s 
(1.161a) 

.... -3ilA.l,;Uo ;;:. 

E., = .1l'C~l.,..¥ 

HMD: 
"- f (; ,..., h-, tJ-{'T"-~) H..,. -1- - co) Cf = - ~Z..,.l 1 .,. 

7t.,.3 

"-

Her 
,..., 

{1 - 3 1 ~(T-1) = - ;gZyl 
r?&-...'f + Z7r: .,. J 

"- -3 ;;; 
Hi := Cc.? 'f f ()-("-') 

Z7tR>-r¥ 
(1.161b) 

E ... iWPD ;:;:, 

~~" t7{r-.r ) 
or 

.1" B-rJ 
-I 

... 
- 't.J,IA" ;;; Er = CC/') 'f + o-{r-.r-) 
7tCl-rJ 

HED: ,... 
- d 

/'~ 'I 0- (-r -S' ) Hr = f 
7L B,..,-3 

-- d 0- er - S) Hr = UhCf f 
l7& B.,. 3 

-.... Jet o-Lr-") HI = /JIA-, c.r -I 
2Tt a~rY. 

(1.161c) 

-.... ,'~ p!> &Jl er ( 'Y" -.s-) E. -= Cv,Cf I-,. 
.17& ~ t,. 3 - O-{r -$") -- iW,PoQ{ /'''''''Cf lE" = -I 
7t '8 l r3 

Tabelle 1.4: Fernfeldverhalten (r· IB/» 1) aller Dipol-Feldkornpo 
nenten fUr Quelle und Aufpunkt auf der Halbraurngrenze 

lrn Fernfeld gel ten die Ubertragungsfunktionen fUr ein quasihornogenes 

induzierendes Feld (s. Abschnitt 1.5.2). Aus Tabelle 1.4 folgt, daB 

sich die Ubertragungsfunktion fUr einen geschichteten Halbraurn, 
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C := CE(O) = 1/BE (0) = 1/B in Analogie zu (1.100b) und (1.105a) 

gewinnen laBt durch 

rE.,. '" C = ~ = -k, E'f 
LW'p1> ii" ,·w..uo il: ':: 

"I" -) oc> 'T -') .,... T 

( 1 • 16 2a) 

= ~ Ht / \],,' H. ( 1 • 1 620) 
.,.-'> ...... 

Dab e i is t "7,,' H = r -1 { d r ( rH r ) + D><f H If } 

talen Magnetfeldes. 

die Divergenz des horizon-

Der Ubergang zu den -asymptotischen Werten von Tabelle 1.4 tritt 

zwar fur r IBI» 1 ein, kann sich fur die elektrischen Horizontal

komponenten aber tatsachlich erst in groBer Entfernung (im Extrem

fall einer vollstandig isolierenden Schicht sogar uberhaupt nicht) 

vollziehen. Dies Verhalten, das fur die dreidimensionale magneto

tellurische Interpretation von Bedeutung ist, soIl hier etwas naher 

untersucht werden. 

Wir betrachten das folgende Dreischichtmodell mit einer gutleiten-

den ~eckschicht (etwa Sediment oder Meer) , 

darunter eine schlecht leitende Zwischen

schicht und zum AbschluB ein gutleitender 

Halbraum (zur Einfachhei t () 3 = OD ). Das 

Problem tritt dadurch auf, daB wegen der 

schlecht leitenden Zwischenschicht die 

Strome weitgehend in der Deckschicht flie-

Ben und wegen der zweidimensionalen Ausbrei-
-2 -3 tung deshalb nur mit r anstelle von r 

--------'" 

/7777777 

GJ:oc 

r)" 

f 
oil, 

1 

abklingen. Obgleich die Ergebnissefur dies einfache Modell herge-

leitet werden, gelten sie allgemeiner (z.B. kann die Leitfahigkeit 

in der schleitenden Zwischenschicht tiefenabhangig sein und auch der 

abschlieBende gute Leiter kann geschichtet sein). Deshalb werden im 

folgenden meist die allgemeinen Ubertragungsfunktionen beibehalten 

(BM' BE' etc.), auch wenn fur das obige Modell im Einzelfall einfache 

Ausdrucke gel ten. 

Aus (1.127) und (1.128) folgt mit (1.15a,b) fur z = 0: 
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....... -- ,'w"M~ d { J. Q dy QI"I J E =- + Cu> 'f' > 
of" 2!1: ,.,. fa (1.163a) 

E'f 
" W,I.II) ;r { ay Qt: t- ..1. QI"I J /''''''' 'f =+ 1.Tr y (1.163b) 

mit 

(1.164) 

Wir wollen Q
E 

und Q
M 

asymptotisch fur r~ Qc auswerten. 

-1 
QE: Da die Ablei tungen ungerader Ordnung von (k: + BE) bei ~ = 0 

nicht verschwinden, existiert eine gewohnliche asymptotische Entwick

lung nach S_ 87 mit dem Anfang 

(1.165) 

QH: Da BM (~) eine gerade Funktion von I-c ist, existiert nur der er

ste Term der Entwicklung nach S. 87 und ist wegen BE(O)'BM(O) = k1 

mit dem ersten Term von QE identisch. Daruberhinaus verschwindet 

QM fur r4~ jedoch schneller als jede Potenz, d.h. QM wird exponen

tiell abklingen. Besonders interesiert die Skalenlange dieses Ab

klingvOrganges. Bezeichnet + die Ubertragungsfunktionen an der Ober

kante der zweiten Schicht (d.h. bei z = d
1 

+ 0) und ist 

v.,-> DO 

a,.-) 0 

der Leitwert der Deckschicht, so folgt aus (1.38) und (1.49a) 

Fur das obige Modell ist nach (1.49a) mit Ci 2 = Jc.2 + iw iJ. o G""2 

(1.166a,b) 

8:{~) == 00'2. ta.J,4C~P/L) === ~l.tlz. = G'WP~~P/l f-lcl~=lJ:{r!»fk'I"I.. 

Die Naherung gilt fur \~2d21~<1, d.h. fur eine nicht zu dicke schlecht

leitende Zwischenschicht und eine relativ kleine Wellenzahl ~ . 

Damit wird 
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8", Cl-(') 
= 

I 

mit 

Nun ist 

I 

= 8 

BI"r (e) 8;((J) 81- e 
= -- = B: (I)) l' De (D) 8 er 

(1..$"1) 

{i.Sl.} 

~ Vi 
Gl for 8''" (D) -:; a:, . 

I"r (l "'6) 

so daB aus (1.167) und (1.168) folgt 

B", (I{) 
+ 

(Br/8) roll. Ic-z. =: 

wobei 
"l. 

ql = f !'u) "'I == .fz. ~ = Pt Iv;. 
d .. 

13; (It)- Bt{IJ) 

0-1. r r 8:CI-f:) 

(1.167) 

(1.168) 

(1.169) 

(1.170) 

(1.171) 

der integrierte spezifische Widerstand ist. FUr das betrachtete 

Modell gilt 

(1.172) 

Mit dem Integral 

(Abramowitz & Stegun, Formel 11.4.44) folgt aus (1.169) und (1.164) 

abschlieBend 

(1.173) 

Wegen (s. (1.76a,b)) 
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ergeben sich aus (1.173), (1.165) und (1.163) die Grenzfalle 

-1 
a) r» max ( IBr ,/ Lal ); 

b) 

I 
~ -, tJ,.,.. 

-1 
IL I IBI ~4 r ~" a 

, 
Q (r) .- -(Ir 

/If - B..,. 
.... 

g (~) ~ IW.MD " 
r Lit: 

3+ ) = 
/w floC' l' 

(.I. ," C) 

8+ { ,'w,A~ , 8 ,.,.. J. 

I 

iwA~r:-.,.. 

I 
} Cm Cf J + BL -r 3 

(1.174a) 

(1.174b) 

Der kritische Fall b) wird bei sehr schlecht leitender Zwischen

schicht eintreten, da dann mit dem integrierten spezifischen Wider

stand r auch /La l beliebig groB werden kann. FUr ~2 = 0 wird /La l = co 

und E fallt nur mit r- 2 ab. Eine Ausnahme bildet hier nur der Fall 

d = 00 
2 

B+ = 1/d
2 

fall. 

d. h. ein isolierender Halbraum in z ') 0, da dann nach (1. 172) 

= O. FUr dies Grenzmodell ergibt sich wieder der r- 3-Ab-

Die Entfernung IL I, ab der die Fernfeldnaherung gilt, heiBt Gleicha 
gewichtsentfernung (engl. "adjustment distance" oder "equilibration 

distance"). Zwischen L und C = 1/B besteht nach (1.170) die Beziea 
hung 

(1.175) 

mit a := wlJ.
o
't'd2 . Die rechte Seite ist das Verhaltnis der integrier

ten Leitfahigkeiten von erster und zweiter Schicht. FUr L selbst a 
gilt 

a. <.£ I 
(1.176) 

Die Fig. 1.8 zeigt als Beispiel das Verhaltnis von wahren und asym

ptotischen Feldwerten (Index "as") fUr ein Dreischichtmodell als 

Funktion der Entfernung. (Im Gegensatz zum oben betrachteten Modell 
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Fig. 1.8: Fernfeldverhalten der Horizontalkornponenten eines RED bei einer 
schlecht leitenden Zwischenschicht. Wahrend sich die Magnetfeldkornponenten 
relativ schnell ihrern asyrnptotischen Verhalten ("as") nahern, nehrnen die E
Feldkornponenten ihr asyrnptotisches Verhalt~~ erst in Entfernungen der GroBen
ordnung (f2/f1

)"!Z ICI an. Davor liegt ein r -Abfall, so daB die hier darge
stellten Verhaltnisse in diesern Bereich linear ansteigen. 

\0 
W 
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hat hier die dritte Schicht eine endliche Leitfahigkeit.) Wahrend 

Hr und H" unabhangig von f2/ f1 = v 1 / ~ bereits fUr r/ Icl ~ 5 ihren 

asymptotischen Wert erreichen, tritt dies fUr Er und E'f wesentlich 

spater ein. Mit d 1 = 0.5 P1' d 2 = P1 (P1 = Eindringtiefe der er

sten Schicht) ist a = WlloG'"1d1d2 = 1, so daB hier 

I L4 / cl,.... O. flf (~/f'..) "/1.. 

,.., 
Gl. (1.174b) laBt erkennen, daB der StarfeldeinfluB auf E doppelt 

r 
so groB ist als auf E . 

'f 

1.6.2 Fernfelddarstellung durch Spiegelquellen in komplexer Tiefe 

Das im vorigen Abschnitt abgeleitete Fernfeld fUr die drei Dipole 

laBt sich fUr die aus der TE-Mode abgeleiteten Komponenten durch 

Spiegelquellen in komplexer Bildtiefe gewinnen. Im (w ,~)-Bereich 

lautet fE (z,!!, w) im Lufthalbraum z ~ 0 fUr eine Quelle in der Hahe 

z = -h, h 2 0, etwa nach (1. 121 ) 

(1.177) 

Wir versuchen nun, den zweiten Term (=innerer Anteil) durch einen 

~usdruck vom Typ exp[k(z - h)j darzustellen. Mit (1.159) ergibt 

sich fUr kleines k: 

+-
8~ (0) 

Mit C = 1/B = 1/BE (0) lautet deshalb (1.177) im Grenzfall Jr~O 

{ 
-k/ifJ,/ le 0-4 -2.1:) 

tE(il.::(...,)~A(!!(w) e -e }, (1.178) 

d.h. das Sekundarfeld laBt sich approxirnativ darstellen durch eine 

Spiegelquelle in der kornplexen Tiefe h(w) = h + 2C(w). Dies ist 

eine Verallgerneinerung des exakten Spiegel

prinzips, das nur fUr ideale Leiter anwend

bar ist: Besteht der Leiter nur aus einern 

idealen Lei ter in der Tiefe ZOQ ' so ist 

C = z ; zu einern Quellpunkt bei z = -h ge-
00 . 

hart eine Spiegelquelle in der Tiefe z = 

h + 2 z. = h + 2 C. Wenn der Leiter eine -

t - - - - - - r=-4 

t- - - - - l: =J.,.,2ioo 

endliche Leitfahigkeit besitzt, gilt das Spiegelprinzip nur noch 

approxirnativ, die kornplexe Bildtiefe sorgt fUr die Phasenverschiebung 



;./ 

- 95 -

des sekundaren Feldes. Im Kapitel 2 wird gezeigt daB der Realteil 

von C eine eine monoton steigende Funktion der Periode ist, so daB 

sich die Spiegelquellen mit wachsender Periode in groBere Tiefen 

verlagern. 

Beispiele: 

a) Vertikaler magnetischer Dipol (VMD) auf Halbraumgrenze 

Die Ubertragungsfunktion des halbraums sei C = 1/B. Der in Gegen

richtung orientierte Spiegeldipol liegt in der Tiefe h = 2C(w). 

Alle Feldkomponenten werden von der TE-Mode abgeleitet. Allgemein 

lauten die Komponenten eines VMD mit Quellkoordinaten r = 0, z = 

una dem Moment ill = m z im Vakuum: 

;:;, "'" 3 { i - ?~} I.. _ R. 1 
..... 

j..,. (f-iD) "- ".., ,'w,M1> ;.., ...,.. 
J.( = -. III :: E" =-..,. . ~T[ n.S" ~rr fl.S" kfn tU 

mit R2 = r2 + (z - z ) 2 . Daraus ergibt sich das Fernfeld mit r/ICI 
0 

'"'-
Jr(-ZC) 3;;; c. 

fir 
rn 

0 - ::::-= IfIC (7"2 r If Cl..)S"/2. 1.71:7'" 
) 

..... ...... -- Cl. r=O 
Ht h-o 

""" fl'c 1 _ ..,.l S~ = - - _. 
...... - ) ¥7l:-r J LfTl: ( '7" l 1-1(. C t ) S"ll 27t -r,J 

"" 3,' WAo ;:; Cl "'" lW;4:> ;.., iwpo ;:; ..,.. 
E., -- r "- -Lf Tt' 'T L Lfrc (..,.,.,. {t. Cl.) J1l. 27i: ,.,. ", 

b) Horizontaler elektrischer Dipol (HED) auf Halbraumgrenze 

Nur das Magnetfeld laBt sich aus der TE-Mode ableiten. Mit dem 

z 
o 

» 

Stromsystem von S. 59 und 84/85 gilt 
........ ....... . .... 2 ='0 

I 

Primarstrom + Spiegelstrom = Gesamtstrom 

Die resultierende rechteckige Stromschleife der Breite Ax und der 

Tiefenerstreckung 2C mit dem Strom I entspricht im Fernfeld einem 

magnetischen Dipol mit dem Moment 

am Ort x = y = 0, z = C. Das zugehorige Magnetfeld betragt deshalb 

mit R2 = r2 + ( z - C) 2 

- - - 'V (". ~;.." ) ..... 
'V '\1- (q.;R ) tiC 

'J d" [~ ) 
d· C 

H (~) = = = L.TC J.Tr: 1(3 ) 

'" fI .,. 

= 0 und r/ICI » 1: 
if c '" 3 d C Z 

--- Cm" J H~ ': 17C.,.J .. l.TC ..,.. If 

bzw. in Komponenten fUr z 

= 

1 : 




