2 D Modellrechnungen zur Induktion in inhomogenen diinnen Deck-
schichten iiber anisotropen geschichteten Halbraumen

Ulrich Schmucker, Géttingen

1 Einleitung

Seit den Anfingen der Magnetotellurik ist es eine stets wiederkehrende Erfahrung, daf3
man etwas mif3t, was konventionellen Modellvorstellungen widerspricht: Eine nach Betrag
und Ausrichtung flichenmiBig einheitliche Anisotropie der magnetotellurischen Impedanz
(s. z.B. Chr. Peters Beitrag zu diesem Kolloquiumsband). Man kann nun seine MeBergeb-
nisse teilweise ignorieren, also etwa 2 D Modelle aus den Impedanzen nur einer Polarisation
entwickeln, im Falle der E-Polarisation méglicherweise auch ohne Einbeziehung magne-
tischer Ubertragungsfunktionen. Oder man kann durch exzessive "static shift"-Korrekturen
die genannte Anisotropie auf ein interpretierbares MaB bringen.

Soll jedoch ein Modell gefunden werden, daB3 die Impedanzen und Ubertragungsfunk-
tionen weitgehend so erklirt, wie sie sich aus den Feldregistnerungen ableiten, st68t man
auf prinzipielle Schwierigkeiten, wenn folgendes gilt:

1. An allen Mefstationen existieren, insbesondere bei lingeren Perioden, ausgeprigte
tellurische Vorzugsrichtungen und damit verbunden sehr unterschiedliche Impedan-
zen auf der Nebendiagonalen in optimal gedrehten Koordinaten.

2. Die Richtungen kleinster und grofiter Impedanz, wie man sie beispielsweise mit dem
Swift-Winkel festlegt, sind tiberall nahezu gleich mit ebenfalls etwa gleichbleibenden
Anisotropieverhiltnissen.

3. Anomalien des inneren Anteils erdmagnetischer Variationen, sofern es sie gibt, er-
scheinen als zusammenhanglos zu denjenigen des erdelektrischen Feldes. Die Induk-
tionsvektoren verweisen auf eine Leitfihigkeitsstruktur, die unabhidngig zu sein
scheint von den Ursachen der genannten magnetotellurischen Richtungsabhiingig-
keit.

Es wird kein Modell geben, weder in zwei noch in drei Dimensionen, das die erstge-
nannten magnetotellurischen Beobachtungen erkliaren kann. Ein Notbehelf wiren, wie schon
erwihnt, Versuche, durch "static shift" die weit auseinanderliegenden p_ -Kurven zusam-
menzuschieben - und damit méglicherweise eine wichtige Aussage der Magnetotellurik be-
zighch der Krustenleitfihigkeit zu eliminieren, Auch sind solche Korrekturen dazu gedacht,
die Impedanzen von ortlichen 3D Effekten zu befreien ohne cine vorherrschende gleichblei-
bende Anisotropie aufzuheben, es sei denn, man wiirde fiir jeden MeBort die gleiche 2D
Verzerrung annehmen oder dem MeBgebiet insgesamt eine solche Verzerrung zuordnen.
Das wiirde aber Frequenzabhingigkeiten der Anisotropie voraussetzen, die in der Regel



nicht beobachtet werden. Auflerdem sollten solche gleichbleibenden 2D Verzerrungen geo-
logisch plausibel sein, was ebenfalls in vielen Fillen nicht zutrifft.

Sondierungen in der Gottinger Umgebung waren der urspriingliche Anlaf3, unter den
geschilderten Umstinden nach neuen Erkliarungsmoglichkeiten zu suchen (Schmucker,
1986). Dem auch hier in groBeren Tiefen angetroffenen Krustenleiter wurde eine richtungs-
abhingige Leitfihigkeit zugeordnet, wobei sich die spezifischen Widerstinde in den Rich-
tungen grofter und kleinster Werte um Gréfenordnungen unterscheiden sollten (10 Om vs.
1000 QQm). Damit wurde zum ersten Mal eine horizontale Leitfzhigkeitsanisotropie nicht
dem Kristallin des Grundgebirges zugeschrieben oder einem hochohmigen Bereich in grofe-
rer Tiefe, wie in den Arbeiten von Kurtz et al. (1986) und Rasmussen (1988), sondern jener
nach wie vor mysteriosen Zone hoher Leitfihigkeit, die fiir die mittlere und untere kon-
tinentale Kruste so charakteristisch sein kann.

Die in diesem Zusammenhang entwickelten "dyke" Modelle sind anschiieBend mehrfach
benutzt worden, um unter dhnlichen Gegebenheiten im Schwarzwald und anderswo zu kon-
sistenten Modellen beziiglich aller MeBgroBen zu kommen (Teufel 1987; Tezkan 1988,
Kellet et al. 1992, Eisel 1992). Im Falle des Schwarzwaldes ging es darum, eine rich-
tungskonstante Anisotropie nicht unter 1D Verhiltnissen zu interpretieren, sondern unter
2D Verhiltnissen 1m folgenden Sinne: Eine oberflichliche 2D Struktur mit isotropen Leit-
fahigkeiten (hier der Rheingraben) ist induktiv gekoppelt an eine Tiefenstruktur, deren
Leitfihigkeit in gewissen Bereichen anisotrop ist, was sich in richtungsabhingigen Impe-
danzen ausserhalb der Struktur auswirkt (hier im Kristallin des angrenzenden Schwarz-
walds).

Alle bisherigen diesbeziiglichen Modellrechnungen besitzen jedoch eine gravierende
Einschrankung. Um mit existierenden 2D Programmen rechnen zu konnen, mufite voraus-
gesetzt werden, dafl die Streichrichtung der 2D Struktur dbereinstimmt mit der Richtung
extremaler Leitfahigkeit der Tiefenstruktur, wobei es gleichgiiltig ist, ob man deren Ani-
sotropie durch "dyke" Modelle wiedergibt oder durch unterschiedliche Leitfahigkeiten bei
Modellrechnungen fiir E- und B-Polarisation. In diesem Beitrag soll gezeigt werden, wie
sich 2D Modellrechnungen mit inhomogenen ditnnen Schichten gestalten, wenn die genann-
te Voraussetzung nicht erfullt ist. Die im Schwarzwald gefundenen tellurischen Vorzugs-
richtungen beispielsweise bilden deutliche Winkel von 45 Grad mit der nordsidlich verlau-
fenden Grabenstruktur (Abb. 1). Die Auswirkung dieser Schiefwinkligkeit auf die induzier-
ten Felder und Impedanzen ist uniibersehbar und Ziel der vorliegenden Arbeit.

Die Tiefenstruktur soll.dabei aus einer Folge von homogenen Schichten bestehen, von
denen eine oder auch mehrere eine horizontal-anisotrope Leitfihigkeit in beliebiger Orien-
tierung erhalten. Um die Zweidimensionalitdt des Induktionsproblems zu wahren, muf3 ein
quasi-homogenes Normalfeld vorausgesetzt werden. Diese bei 2D Modellrechnungen mit
isotropen Leitfihigkeiten nur fiir B-Polarisation zu fordernde Einschrapkung ist jetzt auf alle
Polarisationsrichtungen zu erweitern. Dies erklirt sich daraus, daB es eine Unterscheidung
von E- und B-Polarisation im iiblichen Sinne nicht mehr gibt. Ganz allgemein wird die er-
weiterte 2D Losung viele Merkmale von 3D Losungen aufweisen, insbesondere vollbesetzte
Impedanz-Matrizen in jeder Orientierung des Bezugssystems.
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Abb. 1 Tellurische Vorzugsrichtungen in der Siemonschen Darstellungsweise (links) und
Induktionsvektoren der Wiese-Konvention (rechts) im Schwarzwald fur T = 100 s.
Zahlenwerte entnommen dem Tabellenanhang in: B. Tezkan, 1986. Erdmagne-
tische und magnetotellurische Untersuchungen auf den hochohmigen Kristallin-
strukturen des Hochschwarzwaldes und des Bayrischen Waldes ber Passau. Dis-

sertation U. Géttingen, 117 pp.
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Abb. 2 2D Modell einer inhomogenen diinnen Deckschicht itber einem geschichteten hori-
zontal-anisotropen Halbraum



2 Modellansatz und Ausgangsgleichungen

Die als unendlich diinn betrachtete inhomogene Deckschicht variabler integrierter Leit-
fahigkeit t(y) = t, + 1,(y) bildet die z = 0 Ebene kartesischer Koordinaten, so da8 in der
tiblichen Konvention x die Streichrichtung der 2D Struktur angibt und z senkrecht nach un-
ten weist. Ausserhalb eines gewissen anomalen Bereichs ist die integrierte Leitfihigkeit
konstant. Sie kann links und rechts von diesem Bereich verschiedene Werte annehmen. lThr
Wert links vom anomalen Bereich definiert den Leitwert t,, der Normalstruktur (Abb. 2).

Das Konzept einer unendlich diinnen leitfahigen Schicht beinhaltet eine diskontinuierl:-
che Anderung gewisser FeldgroBen beim Durchgang durch die dinne Schicht von der
Schichtoberseite (z = -0, Index -) zur Schichtunterseite (z = +0, Index +). Diese Sprungbe-
dingung wird durch eckige Klammern symbolisiert:

[E(] =7 (y)-17(y) = £(y,2=+0)~£(y,z=-0).

Innerhalb der diinnen Schicht ist der Stromflull horizontal, da keine induzierten Strome in
den nicht-leitenden oberen Halbraum eindringen kénnen. Dafiir kénnen aber sehr wohl Stro-
me aus der Tiefenstruktur in die diinne Schicht hinein und aus ihr heraus flieBen. Fiir den
Bereich der diinnen Schicht erhilt die erste Maxwellsche Feldgleichung die Pricesche Form
einer Sprungbedingung fiir das tangentiale Magnetfeld:

—[2xB]" = poj @.1)

mit der Materialgleichung-
i={Exk+Ey ) - (2.2)

fiir die tiefenintegrierte Schichtstromdichte | (in Amp/m). Diese ist zu unterscheiden von

der Stromdichte J im angrenzenden geschichteten Halbraum (in Amp/mz). Fiir sie gilt die
erste Feldgleichung in der iiblichen Form rotB =, J, wenn Beitrige von Verschiebungs-
stromen zu.rot B weggelassen werden.

Jeder anisotropen Schicht des Halbraums wird ein Widerstandstensor p zugeordnet mit

den Hauptachsenrichtungen (x*,y’,z' = z) und mit o als horizontalem Richtungswinkel

beziiglich der ungestrichenen Modell-Koordinaten (x, y, z). Die Diagonalelemente des auf
Hauptachsenkoordinaten bezogenen Widerstandstensors werden mit p;,p,.p3 bezeichnet:

Py 0 0 .
P=1 0 p 0
0 0 p3

-

Eine Drehung auf die ungestrichenen Koordinaten mittels der Drehungsmatrix



cosa sin 0
T=|~sina COSQ 0
0 0 1

und ihrer Inversen ergibt fiir die Komponenten von p = T! p-T

Pxx =Py €08~ G +pysin®a, pyy =(p) —p,)cosasing,

L, , (2.3)
pyy =ppsinT o+ p, CosT o und pyx :pxya P. = P3.

Daraus folgt die vielfach benutzte Formel
PIP2 = PyxPyy ~ Ply- (2.4)

Die Elemente p,, = py,, p;y = py, sind Null.

Die Matenalgleichung, die im Sinne des Ohm'schen Gesetzes Stromdichte und elektrisches
Feld in der anisotropen Schicht verbindet, erhiilt die Form

pl=E. (2.5)

Bei der Berechnung der Feldanteile fiir die Normalstruktur soll zunéchst vereinfachend
angenommen werden, dal} nur eine Schicht des Halbraums anisotrop ist. Man fihrt dann die
1D Vorwirtsrechnung in den zugehérigen Hauptachsenkoordinaten aus und erhilt so fir
das Oberflichenfeld zwei Impedanzen Z; und Z,, indem beim Durchgang durch die ani-

sotrope Schicht entweder p; oder p, verwendet wird. Sie besetzen die Nebendiagonale der
tensoriellen Impedanz Z' in Hauptachsenkoordinaten, woraus sich als Impedanz der Nor-

malstruktur in Modellkoordinaten Z = T~ Z'T ableitet. Sind mehrere Schichten anisotrop,

wird die 1D Rechnung etwas umstiindlicher, fiihrt aber letztlich in gleicher Weise zu einer
voll besetzten Impedanz-Matrix der Normalstruktur. Damit ist das elektrische Normalfeld in
der diinnen Schicht zuriickgefuhrt auf das magnetische Tangentialfeld an der Schicht-
oberseite, sofern deren Leitwert t,, in die Rechnung einbezogen wird:

Zy,—Z,)cosasine - B;x+(Zlcosza+Zzsin2a)-B;V

Il
———— ~

~Z, cos° - Z,sin? a) By, +(Z) ~Zy)cosasina - By (2.6)

]
o

Enx

Epy =
E,, .
Wire die Widerstandsmatrix voll besetzt, also auch die dritte Hauptachse-z' schiefwinklig
--zur Vertikalen, wiirde eine normale elektrische Vertikalkomponente E,, erscheinen. Die
Schichtgrenzen wiirden sich aber dann in der Weise aufladen, daB der normale Stromflu3
horizontal bleibt und wegen der vorausgesetzten Quasi-Homogenitiit senkrecht zu-B,. -~ -



Man entnimmt der Darstellung von E, unmittelbar, dal die Begriffe E- und B-Polari-
sation ihren urspriinglichen Sinn verloren haben. Man wird zwar weiterhin alle FeldgréBen
in zwei Rechnungen entweder auf B, (mit Bpy = 0) oder auf B, (mit B, = 0) bezichen.

Im ersten Fall ist der normale StromfluB in y-Richtung und damit wie bei B-Polarisation fiir
isotrope Schichten senkrecht zur 2D Struktur. Doch der zugehérige elektrische Feldvektor
besitzt jetzt auch eine x-Komponente parallel zur Struktur, so daB gewissermafBen anomale
Felder fur B- und E-Polarisation gleichzeitig erzeugt werden. Die anomalen Feldvektoren

(Ea,Eu,l ﬂ) sind daher dreidimensional mit Komponenten in allen drei Richtungen des

Raumes; die als solche aber nur von y und z abhingen, da ja jeder Profilschnitt quer zur
Struktur gleichwertig sein muB, Die tangentialen anomalen Schichtstromdichten jﬂ(y) in

der diinnen Schicht sind gleichfalls mit Komponenten senkrecht und parallel zu B, . Ent-
sprechendes gilt, wenn das normale Magnetfeld alternativ in y-Richtung polarisiert ist.

Die Berechnung der anomalen FeldgroBen wird durch die numerische Losung einer In-
tegralgleichung fiir die vektorielle anomale Schichtstromdichte i, =1-1], erfolgen. Diese

entspricht in Form und Herleitung gewissen Integralgleichungen fiir j,, bei E-Polarisation
und j,, bei B-Polarisation fiir den Fall isotroper geschichteter Halbraume oder horizontal-

anisotroper Halbraume mit o0 = 0

—OR T S* o = jax ~ TaEnxo (2.7)
~TPg L* jay = Jay — TaEny |

mit j'ﬂy = Gy /f)y und p, als spezifischem Widerstand der ersten Schicht.

Die Faltungskerne S und L sind Fouriertransformierte der Ausdriicke

kCiyp Wt VL
——=—und (ik, C5

| +k C'}E ( v ™ )

aus dem Wellenzahlbereich. Hierin ist k der Betrag des horizontalen Wellenzahlvektors

ky 2; C3r und CTy bezeichnen die C-Response des Halbraums fiir TE und TM Felder fiir

z = +0. Die Faltungskeme besorgen die induktive Ankopplung der Deckschicht an die Tie-
fenstruktur, indem sie eine induktiv begriindete Beziehung zwischen anomaler Schicht-
stromdichte und anomalem elektrischen Feld herstellen. Mit ihrer Hilfe kann man E; aus der

fur j umgeschriebenen Materialgieichung (2.2)

ja = Tﬂ En 4 ‘C_Eﬂ (28)

-

eliminieren und erhlt die zitierten Integraigleichungen fir j,, und j,, .

Niheres hierzu stefit im Protokollband "Rothenberge 1971", S. 25 ff, sowie in einem
demniichst in unserer Zeitschrift erscheinendem Artikel. Ein weiterer Literaturhinweis be-
trifft die Dissertation von H.-M. Maurer (1993). Sie behandelt in allgemeinerer Form die
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Induktion in anisotropen geschichteten Halbriumen, und zwar fiir 3D Felder und ohne Be-
schrinkung auf horizontale Anisotropie.

3. Potentialansitze fiir die anomalen Felder und induzierten Strome

Das anomale Magnetfeld ist divergenzirei und somit darstelibar durch den Potentialansatz
B, =rot (i_(b) + rotrot (2¥).

Dabei bezeichnen ® und ¥ skalare Ortsfunktionen (fiir eine feste Frequenz), @ fiir den to-
roidalen Teil von B, (ohne z-Komponente) und ¥ fiir den poloidaler Teil. In homogenen

Bereichen ist auch die anomaie Stromdichte divergenzirei und die erste Maxwellsche Glei-
chung rotB, = pqJ, liefert fur sie

iyl = rotrot (z®) - rot (EV2 ‘I’)

Beide Ansitze sind verbunden (ber die zweite Maxwellsche Gleichung, hier in der
Schreibweise rot (El a) =—io B, fir anisotrope Leiter. Doch zunichst soll die vereinfa-

chende Tatsache genutzt werden, daB3 alle Ableitungen beziglich x entfailen k6nnen. Da-
durch erhalten die Potentialansitze die 2D Form

B, = @, x+¥,§-¥, 2

a

3.1)
A R (
uO-Ia =-V ‘Pyﬁ"'q)ﬂz-q)yy

mit den Bezeichnungen @, = 6'51)/ ox,---und V3¢ = ¥y, +¥,.

Gleichsetzen der z-Komponenten in der zweiten Maxwellschen Gleichung links und
rechts ergibt

-0 -0 .
gan “Ey"(pxx Jax * Pxy Jay) =—io By,

oder, nach zweimaliger Integration beziiglich y in Verbindung mit (3.1),
Pxx Vz\P - pxy q)z =i Ho Y. (3-2)

Ausserdem muB die Diffusionsgleichung fiir J, erfiillt sein, die man nach Elimination von
B, aus den beiden Feldgleichungen erhilt:

rotrot (gla) = -1 u;) I



Nochmaliges Gleichsetzen der z-Komponenten links und rechts fiihrt, wiederum nach zwei-
maliger Integration beziiglich y, auf

P @y ~pyx - AV W) f024 pyy @, =i 1y @.
Multiplikation mit p,, bringt diese Gleichung auf die im Folgenden benutzte Form
PzzPxxPyy + P1P2P7, — 10 1o Py 'Y, = 10 Pk P. (3.3)

Bei der Umformung sind (2.4) und (3.2) fir V2¥ benutzt worden.

Die Anisotropie bewirkt also, dal zwei gekoppelte Diffusionsgleichungen (3.2) und
(3.3) zu losen sind. Wiren die Hauptachsen von p in Richtung der Modellkoordinaten

(o = 0 oder 90°), wiirden sie sich mit Pxy =0 entkoppeln. Die Zusatzforderung
P, = P3 = P, fiihrt sie zurtick auf die bekannten Diffusionsgleichungen fiirr E- und B-Polari-
sation, wenn man fir o =0 im ersten Fall der anisotropen Schicht den Widerstand
Pxx = Py und im zweiten Fall den Widerstand py, = p, = p3 zuordnet:

VW =iopg/p;- W, VO =iopy/p,- .

Die Losung der fiir schiefwinklige Anisotropie gekoppelten Gleichungen wird wie iib-
lich im Wellenzahibereich vorgenommen. Fir die mit (A) gekennzeichneten Fourierampli-
tuden der Potentiale erhalt man so zwei gekoppelte gewdhnliche Differentialgleichungen,
die in vereinfachter Form Maurers Gleichungen (3.20) entsprechen:

pxxl’i’zz - pxy(i)z _(pxxkz + i l't())li" =90,
(3.4)

plp2(i)zz ~ioHg pyxl}’t, ~ Pxx (Puk2 + iOJ.l,lo)(I) =0

Fiir die verbliebende z-Abhingigkeit der transformierten Potentiale wird der Exponen-
tialansatz exp(+Kz) gewiihlt. Einsetzen der partikuldren Losungen
Aexp(—Kz) fur ¥ und A’ exp(~Kz) fiir & reduziert die Differentialgleichungen zu homo-
genen Gleichungen fiir die Losungskoeffizienten A und A”:

Pxx (K2 - K?FE)A + nyKA' =0, (3.5)
0 pep KA +Ptpz(K2 - Kng)A' =0
mit .
Kip:=k?+iopny / p,, und K%-M::(l-{2 +iopg / pzz)Eéz—g—"i (3.6)
P2
Die Indizierung der HilfsgroBen Kz und Ky soll anzeigen, dafl Ky, fir o =0 zur verti-
kalen Wellenzahl der TE-Mode wird (= anomales Feld fiir E-Polarisation) und Kty zur
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vertikalen Wellenzahl der TM-Mode (= anomales Feld fiir B-Polarisation), sofern die Zu-
satzbedingung p., = p, erfullt ist.

Das homogene Gleichungssystem (3.5) besitzt nur dann nicht-triviale Losungen, wenn
seine Determinante Null 1st. Diese Forderung liefert in

PrP1p2 (K2 ~ K3 N K? -~ Kiyy) - iopgpl K? = 0 3.7)

eine quadratische Gleichung fiir die noch unbekannte quadrierte Wellenzahl K?2. Thre Lo-
sungen sind

K2 :%b +%Jb2 —4c, K2 =—12—b —%Jbz —d4c (3.8)

- 2
10 1Py

und c¢=K2%y K3
P1P2Pxx

mit  b=Kiy+Kip+

Damit ist ¥ die Summe von vier partikuldren Loésungen mit den vertikalen Wellenzahlen
*+K; und £ K,, deren Koeffizienten wie folgt bezeichnet werden:

Pk, z) = Ae ™% 1 a7 Kz L BetKiz 4 petker (3.9)

Fur Re(Ki) > 0 reprisentieren diejenigen mit negativem Exponenten abwartsdiffundierende
Feldanteile in der betreffenden Schicht und diejenigen mit positivem Exponenten aufwiirts-
diffundierende Feldanteile. Bei nicht-horizontaler Anisotropie tritt an die Stelle von (3.7)
eine Gleichung 4. Grades fir K (Maurers Gl. 3.23), die im allgemeinen Fall jeder partikula-
ren Losung eine andere vertikale Wellenzahl zuordnet.

Durch die homogenen Gleichungen wird auBerdem das Verhiltnis der Lésungskoeffizi-
enten A' zu A festgelegt. Es wird mit y bezeichnet, und zwar mit +y, fir K;-Losungen und

mit +y, fiir K,-Losungen, je nach Vorzeichen des Exponenten. Das poloidale Potential er-
hilt so die Form

C’f)(k, z)= yl(Ae'KlZ - Be+KIZ) +72(ae_K=Z - be+K=7‘) (3.10)

(A7/A=+y,,B'/B=~y,a'fa=+y,,b"/b=—v,)

Fur das Koeffizientenverhiltnis entnimmt man den Gleichungen (3.5) die alternativen Aus-
dricke(i=1, 2) .

2 .
B pxx(K'['E - Klz) _lopg Py K 3.11)
PxyKi Plpz(Kng ‘Kiz)

¥i
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Damit ist fiir die gewihite Schicht die Lésung gefunden soweit es die Potentiale und die aus
ithnen abgeleiteten anomalen Magnetfelder und Stromdichten betrifft. Es verbleibt die Auf-
gabe, die Potentialansitze fiir das anomale elektrische Feld zu formulieren und iiber die
Sprungbedingung (2.1) die Ankopplung der Halbrauml¢sung an die diinne Schicht vorzu-
nehmen.

Die erste Aufgabe wird mittels der Materialgleichung (2.5) und des Potentialansatzes
(3.1) fiir J, gelost. Man erhalt

Eox =Prdax +PyyTay = —i0 Py

. P

Epy = Pydax +Pyylay = —i0 2 ¥, +EP2 0y (3.12)
pxx pXX

Eio =Puta = _pzzd)yy IMO

unter Verwendung von (2.4) und (3.2) zur Substitution von vy,

Die Sprungbedingung fiir das anomale magnetische Tangentialfeld an der diinnen
Schicht stellt den gesuchten Zusammenhang zur anomalen Schichtstromdichte her. Mittels
des Potentialansatzes (3.1) fir B, gewinnt man

[Bo]! =[®,] = poiey und [By] =[¥y,] = -bojun

Im oberen nicht-leitenden Halbraum ist der toroidale magnetische Feldanteil Null. Damit
verschwindet auch @, auf der Schichtoberseite. Das poloidale Fourierpotential besitzt im

oberen Halbraum nur nach oben propagierende Losungen mit der vertikalen Wellenzahl
K=k. Also ist hier ¥ ~ exp(+kz), woraus fiir die Fourieramplituden der anomalen Schicht-
stromdichten insgesamt folgt

~

ik, B = iy und ik (K% ) = o fux. (3.13)

Da B,, stetig durch diinne Schichten hindurchgeht, gilt gleiches auch fiir das in (3.13) er-
scheinende poloidale Potential . Fiir die unstetigen Groflen © und ¥, = 8¥/0z sind die
Funktionswerte an der Schichtunterseite zu verwenden, wie durch das Zeichen (+) ange-
zeigt wird. Indem man die so gefundenen Potentialansitze fiir j und E, miteinander ver-
bindet, letzeren fiir z = 0, erhalt man die gesuchte induktive Kopplungsbeziehung zwischen
ihnen, die nach einer Riicktransformation in den Ortsbereich zu einer auf anisotrope Leitfi-
higkeiten erweiterten Integralgleichung fiihren wird.

-

4 Ableitung der Integralgleichung fiir den anomalen Schichtstromvektor

Zur Vorbereitung werden die Potentialdarstellungen fiir die anomale Schichtstromdich-
te und das anomale elektrische Feld in eine vektorielle Form gebracht. Ubertragen in den
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Wellenzahlbereich lauten diejenigen fiir das tangentiale anomale elektrische Feld in der diin-
nen Schicht gemal (3.12)

6 R = Pxy \§ PiP2 5+
Ex =0kyY¥, an—mky{pxx‘{’—imuopn D, ¢ (4.1)

Ohne sie als solche besonders zu kennzeichnen sollen sich die nachfolgend verwendeten
Lésungskoeffizienten auf das Feld in der ersten Schicht beziehen. Die in (3.13) und (4.1)
einzusetzenden Potentiale sind dann nach (3.9) und (3.10) fiir z = 0 oder +0 gegeben durch

¥=A+at+B+b, @t =y,(A-B)+v,{a-b)
=K, (B-A)+Ky(b-a), @ =-yK,(A+B)-y,K,(a+b).

Die gesuchten vektoriellen Potentialdarstellungen sind somit

., A B
HoJ, =ik, {21( a)+£2(b)} (4.2)
- A B
E, :kaE.{(a]+(b)} (4.3)

mit den zu diesem Zweck eingefiihrten Matrizen

und

k+K1 k’i’Kz k—Kl k-"Kz 1 1
_[..J_l = ] L_Jz = L] I=
- Y1 Y2 - —Y1 —Y2 T\ 2
und, unter Verwendung von (3.11),
Pyx P K2
M = ¥x + PiP2 iKi _Myx ™ (4’4)

Pax  1OHPxx | Pxx Koy —K?

Die Abstrahibedingung, daff das anomale Feld fiir z —ec gegen Null streben muf}, verbindet
in jeder Schicht des Halbraums die Losungskoeffizienten der aufwirts und abwirts diffun-
dierenden Feldanteile. Fur die erste Schicht soll diese Beziehung durch eine Matrix L wie-

dergegeben werden, (iber deren Berechnung in Abschnitt 6 gesondert berichtet wird:

-

L)

Durch Zusammenfassen von (4.2), (4.3) mit (4.5) koénnen die Losungskoeffizienten elimi-
niert werden, und man erhilt
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-~

E, = -iong8j, (4.6)

mit

i

S: T{(gl "'22=)_l +(——QZ +4,

-1 )—1} @7

als der gesuchten Kopplungsmatrix fiir die diinne Schicht tiber einem anisotropen geschich-
teten Halbraum. Gl. (4.6) wird nun zuriicktransformiert in den Ortsbereich und dann in die
Materialgleichung (2.8) eingesetzt. Das Ergebnis ist eine Integralgleichung

-0 Uyt §*ia = ja -1,E, (4.8)

zur Bestimmung des anomalen Schichtstromvektors. Die Elemente der Faltungskern-Matrix
S sind dabei die Fouriertransformierten der Elemente von S. Naheres zur numerischen L6-
sung von (4.8) und zur Fouriertransformation von S in den Anhingen Al und A2.

Ist der Schichtstromvektor fiir ein vorgegebenes Normalfeld E gefunden worden, so
liefert die Materialgleichung den zugehérigen elektrischen Feldvektor. Durch Differentiation
von E,, beziiglich y kann anschlieBend B,, = (8E,, / 6y)/iw bestimmt werden und durch

Anwendung des Kertz-Operators die zugehorige Horizontalkomponente B, auf der
Schichtoberseite. Die x-Komponente des Magnetfeldes ist hier ohne anomalen Anteil.

5 Explizite Losung fiir anisotrope homogene Halbriume
Wegen der zitierten Abstrahlbedingung kann es aufwirtsdiffundierende Losungen in

einem homogenen Halbraum nicht geben. Damit folgt aus (4.7) mit L als Nullmatrix und
unter Fortfall von U,

- K,-K
i 1( Y2 =Y 1 2 ) G.1)

myz-mpyr k(g =) +Kmp -Komy
Hierbei ist

l( Y2 k- Kz]

D\ -7, k+K,
als Inverse zur Matrix U, verwendet worden mit

D=(k+K)y2 ~(k+Kyp)v

als deren Determinante.
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Man kann von D den Faktor f=p,, /py, (K- K,)/ KK, abspalten, und zwar
mittels

YZ_Yl:ﬁ'(K%E +K1K2) und Ky, - Kav) = B-Kip(K; +Ky),

was sich aus (3.11) ableiten )ﬂpt. Indem der gleiche Faktor von den Zihlern der Elemente

von S abgespalten wird, erhalt die Kopplungsmatrix fiir einen anisotropen homogenen
Halbraum folgende Komponenten:

gxx :(K%'E +K1K2)/D’, § = p_nyle /D"

Xy —
XX

2
XX ™ — K3

R ) 2 2 .
Syx = EXX—{K%E +K K, +K3 ;(2“—1“}/ D (5.2)

2
8, —KiK, (p"y] +—PP2_[i(K, +K,p)+ Kig + KK, | /D
Pxx 10 PPy

mit
D' = k(K% + KK, )+ KZ(K; +K,).

Diesen expliziten Halbraumlosungen ist unmittelbar zu entnehmen, dal3 diec Elemente der
Nebendiagonale erwartungsgemif3 auf der Schiefstellung des Hauptachsensysstems beru-
hen. Sie verschwinden fiur o=0 und damit p,, =0, wiahrend dann mit
K, =Ky und K; =Kqp Sy, und S, ibergehen in die Faltungskerne S und N der ein-
gangs zitierten Integralgleichungen (2.7). Ausserdem lassen die Halbraumlosungen erken-
nen, wie einfach sich die Kopplungsbeziehung fiir E,, in Streichrichtung gestaltet und wie
kompliziert sie ist fiir E,, senkrecht zur Streichrichtung.

6 Explizite Ldsungen fiir anisotrope geschichtete Halbriume

Fir einen aus M Schichten bestehenden Halbraum missen zunichst die in Abschnitt 3 ent-
wickelten Losungsansitze von Schicht zu Schicht aneinander angeschlossen werden. Dabei
ist beim Durchgang durch eine Schichtgrenze Stetigkeit beider Potentiale @ und ¥ sowie
von ¥, zu fordern, um die Stetigkeit des magnetischen Feldvektors zu wahren, wie (3.1)
unmittelbar zu entnehmen ist. Ausserdem miissen die Tangentialkomponenten des elektri-
schen Feldvektors stetig sein, was gemaB (4.1) eine zusitzliche Stetigkeitsforderung im
Falie von E,, bedeutet. Durch diese poloidale und toroidale Feldanteile gemeinsam betref-
fenden Stetigkeitsbedingungen, gestalten sich die nachfolgende Rechnungen wesentlich um-
standlicher als im Falle getrennter Moden.
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Indem man in dieser Weise die ganze Schichtfolge durchlduft, kann die Losung der ersten
Schicht auf digjenige des abschlieBenden Halbraums (m = M, d; =) bezogen werden:

(6.5)

¥

Iz
i<

. M:
mit

-l ~1
- EM EM—'[ EM—t —EM— EM-z"'El 51’

Iz

wobei wegen der Abstrahlbedingung aufssteigende Losungen im abschlieBenden Halbraum
fehlen:

M =(AM:aM:Os O)T

Die so definierte und den gesamten Halbraum erfassende 4 x 4 Matrix N wird nun zur

Formulierung einer auf den ganzen Halbraum iibertragenen Abstrahlbedingung in vier 2 x 2
Untermatrizen E-ij zerlegt (i, j=1,2). Die Matrix N,, beispielsweise enthalt die Elemente

der beiden ersten Zeilen und Spalten von N, N, diejenigen der dritten und vierten Zeile
sowie der ersten und zweiten Spalte. Damit 14Bt sich (6.5) umschreiben in

(A A B
M 1 1
):En( )+£12[b )
am 4 1
L0 = 2 a, =22 bl,-

und

Gebraucht wird nur die zweite Gleichung. Sie zeigt, wie aufsteigende und absteigende Lo-
sungen bis zur ersten Schicht hin durch die Abstrahlungsbedingung By, = by, = 0 miteinan-
der verbunden werden. Die zu diesem Zweck bereits in (4.5) eingefithrte L-Matrix ist also
gegeben durch

L=-NIN_ . (6.6)

Die Behandlung des anisotropen geschichteten Halbraums ist damit abgeschlossen. In-
dem man seine nach (6.6) berechnete L-Matrix in (4.7) einsetzt, erhalt man die Kopplungs-

matrix §, die zur Integralgleichung (4.8) fiihrt. Bei der Berechnung von dieser Matrix kon-
nen sich numerische Schwierigkeiten durch die Exponentialfunktionen in den E-Matrizen
ergeben, wenn sie zum Zwecke der Fouriertransformation fiir sehr grofle Wellenzahlen be-
rechnet werden soll. Niheres hierzu im Anhang A3.

7 Ein Modellbeispiel

Das Modell soll in verginfachter Form die Verhaltnisse im Bereich von Schwarzwald und
Rheingraben wiedergeben, so wie sie eingangs dargestellt worden sind. Firr die Grabense-
- dimente wird ein 30 km breiter Streifen von 2000 S gewihit, fiir Kruste und Mantel ein ani-
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Um eine konzentrierte Darstellung zu erhalten, wird voriibergehend fiir jede Schicht
(m=1, 2, ...M) ein Schichtvektor v eingefiihrt, dessen Komponenten die partikuliren L&-
sungen des poloidalen Potentials gemiB (3.9) sind. Indem man als Bezugstiefe die obere
Schichtgrenze z = z,, wibhlt, also iKi(z— z,, ) in den Exponenten schreibt, erhdlt man fur

die Tiefe z_, +0 den Schichtvektor

v. =(A,, 2., B, b )" (6.1)

—mm

Die hier erfolgte Indizierung der Losungskoeffizienten soll bei den nachfolgend benutzen
Wellenzahlen K; und Potentialverhiltnissen y; dieser Schicht wieder entfallen, um zweifa-
che Indizierungen zu vermeiden.

Zur Feldfortsetzung an die untere Schichtgrenze nach z=2z_ ,, ~0 wird eine 4 x 4
Diagonalmatrix E  eingefithrt mit den zugehorigen Exponentialfunktionen i der durch

(6.1) festgelegten Reihenfolge, also mit exp(—K,d,,) links oben und exp(+K,d,,) links

unten (d,,, = Zy41 — Zm )- Mit v soll der Schichtvektor der m'ten Schichten an deren unte-
ren Begrenzung z,,,, bezeichnet werden. Es gilt

vi=E v (6.2)

=m—m’

Zum Anschluf an die benachbarten Schichten wird eine zweite 4 x 4 Matrix F einge-

fithrt, die nach Muitiplikation mit dem Schichtvektor die an Schichtgrenzen stetigen Poten-
tiale und FeldgréBen erzeugt. An der unteren Begrenzung der m'ten Schicht soll also gelten

N .
£m+lXIIH‘l = mem' {6.3)

Die Besetzung der Matrix wird durch (3.9) und (3.10) fiir die Potentiale und durch (4.1) fiir

E,, geregelt. Es gilt, wenn F v an den Grenzflichen den stetigen Vektor

A A A oA T
(‘{’, D, -Y,,Ey /0 ky) ergeben soll,

1 1 1 1

F = Y1 Y2 Y1 —72 (6.4)
K, K, -K; -K,5
m T2 il 2

mit den in (4.4) definierten Elementen n);.

Durch Zusammenfassen von (6.2) und (6.3) ist dann der AnschiuB3 der m'ten Schicht an
die nachfolgende Schicht vollzogen:

_pl )
¥ma = Emﬂ Em EmYm .
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sotroper homogener Halbraum mit p, =10 0Qm und p; = p; =100 Qm. Ausserhalb des
Streifens betrigt der Leitwert der diinnen Deckschicht 10 § (Schwarzwaldkristallin). Die
Hauptachsen des Widerstandstensors bilden einen Winkel von o = 45 Grad mit der Gra-
benrichtung. Die Modellergebnisse beziehen sich auf Polarisationen des magnetischen Nor-
malfeldes parallel und senkrecht zum Grabenverlauf und alle FeldgréBen sind beziglich

B,x und B, normalisiert. Um an frithere Modellrechnungen anschlieBen zu konnen, wer-

den sie zum Vergleich auch fiir a = 0 durchgefiihrt.

Abb. 3 und 4 betreffen die Grabenanomalie fir B_,.

- 2 i Infolge des niedrigen p, —Widerstandes erhilt man

7 7 LT, 7 7 - ¢
Zlo "/ ///,2,999% ,195/ fir o =0 und T = 600 s eine relativ schwache B,,-

Anomalie (im Realteil), sofern natirlich mit
B, =By, ¥ E-Polarisation vorliegt, mit Induktions-

A% vektoren senkrecht zum Grabenverlauf. Ersetzt man

. \’ ' py durch p,, dreht man also die Hauptachsen auf
N a=5"> X o =90°, so erhdlt man die stark vergrofernde An-
N 4 omalie fir einen hochohmigen Halbraum mit
L7 - p, =100Q0Qm. Bei schiefwinkliger Anisotropie
VRS y o = 45° liegt die B,,-Kurve erwartungsgemall zwi-

s AN schen diesen beiden Extremalkurven. Doch die ei-
- y X gentliche Besonderheit ist die auch bei B, -Polarisa-
tion aufiretende Grabenanomalie, wenn also der

normale Stromflufl wie bei B-Polarisation senkrecht

10 o o zum Grabenverlauf ist. Sie bewirkt die in Abb. 4 ge-

o = ( 0o 100 o ) Qm  zeigte Schiefstellung der Induktionsvektoren, wobe:
= o o 100 ausserdem Real- und Imaginarteil unterschiedliche

Richtungen erhalten.

Entsprechendes gilt fiir die tellurischen Vorzugsrichtungen, die in Abb. 5 in der Sie-
monschen Form dargestellt sind. An der Linge der Querbalken kann also die Besetzung der
Impedanz-Matrix auf der Diagonalen abgelesen werden, wenn man diese auf optimal ge-
drehte Koordinaten im Swiftschen Sinne bezieht. Sie entfallen naturgemal fur o = 0, treten
aber fiir o = 45° deutlich in Erscheinung und zeigen so, daf} schiefgestellte Anisotropien wie
im 3D Fall einen "skew" der Impedanz-Matrix bewirken.
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Abb. 5 Impedanzen in den tellurischen Vorzugsrichtungen nach Swift

AufschluBireich sind in dieser Hinsicht auch die Profildarstellungen der einzelnen Tenso-
relemente in Abb. 6. Fiir o # 0 erhilt man in beiden Polarisationen Elemente, die in ihrem
Verlauf sowohl Merkmale der E-Polarisation als auch der B-Polarisation aufweisen. So

dndern sich die zu E, gehorigen Elemente (Zyx, Zyy) sprunghaft an der Grabengrenze,

wihrend diejenigen fiir E, parallel zum Grabenverlauf (Z“, ny) stetig durch diese Grenze
hindurchgehen.

Abb. 7 zeigt abschlieBend die Auswirkungen einer schiefwinkligen Anisotropie auf p, -
und Phasenkurven. Sie beziehen sich auf'y = 25 km, also auf Beobachtungen im Kristallin in
10 km Entfernung vom Grabenrand, wo die Grabenanomalie des tellurischen Feldes bereits
abgeklungen ist. Fir o = 0O ergeben sich erwartungsgemal3 weit auseinander liegende p, -
Kurven fiir die beiden Polarisationen, die in unmittelbarer Nihe der jeweils wirksamen
Halbraumwiderstande p; und p, liegen, mit Phasen um 45 Grad.

Durch Schiefstellung der Hauptachsen werden die p, -Kurven dichter aneinander ge-
riickt, wenn man die Impedanz-Matrix auf die Grabenkoordinaaten bezicht (muttlere Dar-
stellung). Dies entspricht der gemeinsamen Wirkung beider Hauptachsenwiderstande auf die
magnetotellurischen Bezichungen. Wihit man jedoch als Bezugssystsem die Hauptach-
senrichtungen, so werden die zugehorigen p, -Kurven wieder getrennt (rechte Darstellung).
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Diese Richtungen wiirden sich nach dem Swift-Kriterium auch naherungsweise aus den
tellurischen Vorzugsrichtungen ergeben (s. Abb. 5).

Man nihert sich so der Darstellung links fiir o = 0 und rechtfertigt zu einem gewissen
Grade die bisherige Vorgehensweise, die Schiefstellung der Hauptachsen bei 2D Modell-
rechnungen zu ignorieren und zur Interpretation im Kristallin die p, -Kurven in optimal ge-
drehten Koordinaten zu verwenden. Bei den Phasen verbleiben jedoch nicht unerhebliche
Unterschiede in den Darstellungen links und rechts.

8 SchluBbemerkungen

Die Erweiterung auf anisotrope Widerstinde mit einer beliebigen Orientierung der Haupt-
achsen erfordert zwar iberraschend komplizierte Modellrechnungen, doch erhalten anderer-
seits die gewonnenen magnetischen und magnetotellurischen Ubertragungsfunktionen die
entscheidenden Merkmale, um die in der Einleitung genannten drei Besonderheiten von
Feldbeobachtungen zu erkliren. In diesem Sinne werden etwa die Mefergebnisse aus
Schwarzwald und Rheingraben mit konsistenten Modellen fur die magnetische Graben-
anomalie einerseits und die tellurischen Vorzugsrichtungen und Anisotropien im Kristallin
andererseits interpretierbar.

Die in diesem Beitrag vorgenommene Beschrinkung auf horizontale Anisotropien der
Schichtwiderstande kann ohne Schwierigkeiten aufgehoben werden. Auf die dann erforder-
lich werdenden Abinderungen ist mehrmals im Text verwiesen worden. Auch eine Verall-
gemeinerung auf 3D Anomalien erscheint als moéglich. Die Rechnungen im Wellenzahlbe-

reich, die zur Kopplungsmatrix g fithren, kénnten im wesentlichen so vorgenommen wer-

den, wie es in den Abschnitten 3 bis 5 beschrieben worden ist. Nur wiirden in den Poten-
tialansitzen jeweils beide Potentiale zur Darstellung einer Horizontalkomponente von

B, und J, benétigt. Entsprechendes wiirde fur die anomale Schichtstromdichte gelten. Die
nunmehr zweidimensionale Fouriertransformation in den Ortsbereichen wire im Sinne einer
schnellen Hankeltransformation umzuformen (Maurer, 1993; Kap. 5), und es wiirde ab-
schlieBend eine zweidimensionale Integralgleichung fiir den anomaten Schichtstromvektor
numerisch zu 16sen sein.
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Anhang Al Numerische Losung der Integralgleichung (4.8)

Die Elemente von § sind mit wachsendem Abstand u zwischen Aufpunkt und Integrations-

punkt exponentiell abnehmende Ortsfunktionen: Sy, ~ exp(ﬁu/ C+) usw. mit C* als Ein-

dringtiefen in den geschichteten Halbraum. Der Bereich der numerischen Losung muf ent-
sprechend weit iiber den anomalen Bereich des Leitwerts hinausgehen. Er wird mit N
Gitterpunkten y;,y,,--yy besetzt, fiir die j,, und j,, berechnet werden. Fiir u = 0 sind die

Faltungskerne logarithmisch singulir, und es wird ihr Mittelwert fiir den Abstandsbereich
u = th verwendet (h: Gitterpunktabstand).

Die Integralgleichung erhilt so die Form von 2N linearen Gleichungen fiir die Unbe-
kannten j,, j,, an N Gitterpunkten mit den bekannten rechten Seiten E;, und E,; an je-

weils N Gitterpunkten. Der Voraussetzung der Quasi-Homogenitat entsprechend sind diese
Normalfeldkomponenten an allen Punkten gleich und fiir die gewihlte Polarisation nach
(2.6) zu berechnen. Die Besetzung der Koeffizientenmatrix mit den Elementen von § ist fiir
beide Polarisationen des normalen Magnetfeldes gleich, die Losung des Gleichungssystems
erfolgt also zweckmiBigerweise mittels threr einmal berechneten Kehrmatrix. In den
bisherigen Rechnungen wurden bis zu 81 Gitterpunkte benutzt, so dall hochstsens 162 x
162 Matrizen zu invertieren waren.

Anhang A2 Fouriertransformation der Kopplungsmatrix §

-

Die Transformation

-

S,-j(u) = é,-j cosku dk (i,j=1,2)

1
pi4

© by B
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erfolgt in drei Schritten (gegebenenfalls unter vorheriger Abspaltung asymptotischer Werte
fiir k — o, tiber die gesondert integriert wird): analytisch von k = 0 bis Ak mit den asym-

ptotischen Werten der éii fiir k — 0, numerisch nach der Trapezformel von k = Ak bis
Kmax (mit gleichbleibenden Wellenzahlinkrementen Ak) und wieder analytisch von
k = k max bis oo mit den asymptotischen Werten fur k — oo,

Fiir k — 0 gilt mit Kz = Jio 1y / Py Koy = \/im HoPxyx /2102

K= ion,/py, Ky=iiong/p, v,=-K ctga, v;=+K;ctga,

M =(pay —protge) /e M=oy +p2t8 )/ s

Fir k —> oo gilt mit B=pyy /pex, € =pupu/pip; sowie Koy =k, Kpy =ke:
2

— 10 Ly Py
Ki=ek, Kp=k, y3=1"5 .k y,=-—ot0Py ot
P1P2 ~Pxx Pz
9192(1_8) 2 Bgz
T]l— +— k > 2—‘*‘ 2'.
10 g Pyy I-¢€

Im Falle eines mehrschichtigen Halbraums wird durch diese asymptotischen Werte die Be-
setzung der Matarizen S, E, U;, und T geregelt. Fur homogenc Halbrdume lassen sich

wieder explizite Ausdriicke angeben:

k— O(R = \/i“) HoPi +\/i‘“ “092) k— w(ﬁ = 8/0 +8))

Sx (pxx + Plpz)/R 12k

§xy =8x Pyx /R BS / 2k

Syy (Pyy +,/p1p2)/ R : B8/ 2% +(p,, /1o pye)-k
Anhang A3 Halbriume mit isotropen und anisotropen Schichten

In einer isotropen Schicht mit dem spezifischen Schichtwiderstand p besitzen alle partikula-
ren Losungen die gleiche vertikale Wellenzahl, so dafB sich die Potentialansitze (3.9) und
(3.10) vereinfachen lassen zu

¥=Ae ™ 1 Bet™® @ =Kae - Kbe ¥

b

-

mit K? = io i,/ p+ k2. Von den Koeffizienten des toroidalen Potentials ist K als Faktor
abgespalten worden, um eine einheitliche Dimensionierung dieser Koeffizienten in isotropen
ungd anisptropen Schichten zu erreichen.

Nunmehr soll wie bei der Berechnung des Normalfeldes davon ausgegangen werden,
dalB3 nur eine der M Schichten anisotsrop ist, und zwar die m'te Schicht. Ist m<M, so kann
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fiir den isotropen Halbraum unter ihr etwa der Waitsche Algorithmus benutzt werden. Er
liefert die C-Werte fur die Oberfliche dieses Halbraums in der Tiefe z,,,, +0 und damit
definitionsgemél in

KCp; =(A+B)/(A-B), KCqy ={(a+b)/(a-Db)

die Verhiltnisse B/A und b/a aufsteigender und absteigender Lésungen in der (m+1)'ten
Schicht. Es geniigt also, ihren Schichtvektor nur mit den Koeffizienten der absteigenden Lo-
sungen zu besetzen:

I

VYim+l = (Am-i-l» Kmnnama, 0, 0) .

Die zugehorige Schichtmatrix in der Kontinuitatsbeziehung F v, =F v, muf
neu formuliert werden, da die beiden Moden fiir z> z,. unabhéngig sind mit nicht defi-
nierten y -Verhiltnissen. Thre ersten beiden Spalten ergeben sich aus den genannten Ver-
haltnissen aufsteigender und absteigender Losungen, ihre frei verfiigbaren letzten beiden
Spalten werden so besetzt, daf} die Matarix umkehrbar ist:

K-Crg/R 0 1/R 0
v g, 0 /s .0 CKCpy /1
=+ K/R 0 -K/R 0
0 B/r 0 —B/r

mit K? =io opy 4 + k?, R=1+ KCrg, r=1+KCpy und B= P K C i /100 1.
Thre Inverse ist dann

1 0 1/K 0
I N L 0 KCry /B
=m+l a1 0 -Cyp 0

0 1 0 ~1/p

Der Anschlu8 des Schichtvektors v ., an denjenigen der ersten Schicht erfolgt also jetzt
durch das Matrixprodukt

_p-l -1
E_ Em+l =F=m gm Em gm_l -~ I WE
Fir m>1 vereinfachen sich auch die Schichtmatrizen in den isotropen Schichten
f=m-1,m-2,---1 Esgilt

-

1 0 1 0
0 1 0 -1
E; = ®
= K 0 -K 0
0 B 0 B

25



mit K% = io W/ py +k¥ B= p[K2 / 10 1y und der Kehrmatrix

1 0 1/K 0

F"‘:l.o 1 0 1/B

=t 211 0 -1/K 0
0o -1 0 1/B

Da die Potentiale in diesen Schichten nicht mehr unabhiingig von einander sind, bleiben die
Schichtvektoren vollbesetzt:

v, =(A;, K, By, Kebe)T-

Der Umstand, daB aber alle Losungen die gleiche vertikale Wellenzahl erhalten, kann wie
folgt genutzt werden:

Bei grofen Wellenzahlen kannen sich numerische Schwierigkeiten mit den Exponential-
funktionen der E-Matrix ergeben. Um sie zu vermeiden, wird von den Elementen von E .

der Faktor cosh(K (d,) abgespalten. Die Matarix ist dann auf der Diagonalen besetzt mit
1+ tanh(K ,d, ), also fiir k —» o mit 0 und 2. Beim Durchgang durch die Schichtfolge ergibt
sich als Abspaltungsprodukt cosh(K,, ( d,,_;)-cosh(K _, dm_z)---cosh(Kldl), das sich

aber bei Bildung der Matrixprodukte NE; N, und NE{ Njy heraushebt. Bei einer sehr
dicken isotropen Schicht oberhalb der anisotropen Schicht sollte diese aus Griinden numeri-
scher Stabilitat mehrfach unterteilt werden.

Es verbleibt die Aufgabe, falls die erste Schicht isotrop ist, die Matrizen zur Poten-
tialdarstellung von j_und E, neu zu formulieren. Man erhalt

k+K 0 k-K 0 1 0
U, = ., U, = , I=
=1 0 Kj =2 0 -KJ = (0 B

mit K* = io pg / p; +k* und P = le2 IATONTI :1+kzpl /o 1.
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